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AVERTISSEMENT. 



Exposer tes prçitipes fondamentaux de la Méca- 
nique céleste à l'aide de démonstrations assez simples 
pour être introduites dans l'enseignement supérieur, 
tel est le but que je me suis proposé dans cet Ouvrage, 
dont l'idée première m'a été suggérée par les leçons 
que j'ai professées à la Faculté des Sciences de Besan- 
çon, de 1 855 à 1860. 

Les deux premiers chapitres sont consacrés à l'étude 
du mouvement des centres de gravité des corps qui 
constituent le système solaire. Dans la première ap- 
proximation de ce mouvement, les seules choses sail- 
lantes que j'aie à mentionner sont les méthodes de 
Gauss pour le calcul des éléments elliptiques des 
planètes et des comètes, méthodes qui, malgré leur 
fréquente application, ne sont indiquées ni dans la 
Mécanique céleste de I.aplace, ni dans {'Exposition ana- 
lytique du système du monde de M. de Pontécoulant. 
Quant à la question des perturbations, qui, par sa na- 
ture même, est essentiellement un problème d'Analyse, 
où la Géométrie ne peut pas intervenir d'une manière 
bien utile, je l'ai traitée, comme on le fait habituelle- 
ment, en faisant l'application de la méthode de la 
variation des constantes arbitraires. C'est surtout dans 
ce ras spécial que l'on reconnaît la haute imporlanre 



(le cette méthode, due à l'illustre Lagrange. J'ai cru 
devoir en outre indiquer en Note, h la fin du volume, 
l'application que l'on peut faire du théorème d'IIa- 
milton et de Jaeobi pour arriver au même résultat. 

Dans le chapitre relatif au\ attractions des sphé- 
roïdes, j'ai pu introduire quelques démonstrations 
géométriques qui, je pense, apporteront un peu de 
clarté sur différents points importants de celle partie 
de la Mécanique céleste. Deux int#S-ations par.parties 
m'ont permis de démontrer à pfiori la convergence 
du développement en fonctions sftîériques dans les 
cas douteux auxquels Laplace ne s'est pas arrêté. Pour 
la détermination de la forme de ces fonctions, j'ai 
employé la mélhode de Jacobi, qui est l'une des plus 
élégantes et des plus simples. 

Parmi les questions traitées dans le chapilre relatif 
à la figure des planètes, je citerai l'ellipsoïde à trois 
axes inégaux de Jacobi; la discussion des équations 
qui en résultent, de M. Meyer, complétée et modifiée 
par M. Liouville; l'hypothèse de M. Roche sur la va- 
rialion de la densilé dans l'intérieur de la Terre; enfin 
le théorème de M. I, iouville sur la stabilité de l'équi- 
libre d'une masse fluide animée d'un mouvement de 
rotation, dont j'ai donné une démonstration géomé- 
trique et que j'ai ensuite appliqué à la stabilité de 
l'équilibre des mers. 

Les propriétés, dues à Laplace, des lignes géodé- 
siques tracées sur la sui face des sphéroïdes, ont été 
déduites de considérations géomélriqucs sur le mou- 
vement d'un point. 

Dans le chapilre où je m'occupe des atmosphères 
des corps célestes, j'ai cru devoir empruntera M. Roche 
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des considérations qui, en tenant compte de l'hypo- 
thèse de la force répulsive imaginée par M. Faye, per- 
mettent d'expliquer la forme des comètes. 

Je suis parvenu à simplifier notablement la mise en 
équations du mouvement oscillatoire de la mer et de 
l'atmosphère, la théorie du mouvement des corps cé- 
lestes autour de leur centre de gravité. Je termine 
enfin par deux études intéressantes au point de vue 
de la partie philosophique de la géologie, l'une sur 
la chaleur centrale de la Terre, et l'autre sur l'équi- 
libre d'élasticité d'une croûte planétaire, question 
pour laquelle j'ai fait usage de la belle méthode d'in- 
tégration de M. Lamé. 

Tel est l'exposé sommaire des parties caractéris- 
tiques de cet Ouvrage qui, j'ose l'espérer, atteindra le 
but que je me suis proposé. 
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CHAPITRE PREMIER. 

PREMIÈRE APPROXIMATION DU MOUVEMENT 
DES PLANÈTES. 



§1. Du MDUVEMEBT ELLIPTIQUE DES PLÀBÈTBS. 

1. — Lois de. Kepler. — Accélération des planètes. — 
Les planètes dans leur mouvement autour du Soleil obéis- 
sent aux lois suivantes que Kepler n déduites de l'observa- 
tion : 

i" loi. — Chaque planète parcourt dans un plan pas- 
sant par le centre du Soleil et. autour de eût astre une 
orbite dans laquelle le rayon ■vecteur qui joint, les centres 
des deux astres décrit des turcs proportionnelles aux 
temps. 

i' loi. — La couche décrite par k centre d'un e planète 
est une ellipse dont le centre du Soleil occupe un des 
foyer,. 

V loi. — Les carrés îles durées des révolutions des 
planètes autour du Soleil sont proportionnels aux cubes 
des grands axes de leurs orbites. 

Nous rappellerons truc le point de l'orbite le plus rap- 
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proche du Soleil se nomme le périhélie, et le point le plus 
éloigne* l'aphélie. 

On déduit d'abord de la première loi et du principe des 
airea en Mécanique, que la direction de l'accélération de 
chaque planète passe par le centre du Soleil. 

Soient à un instant quelconque : 

r la distance du centre m d'une planète à celui M du So- 
r leil; 

r l'angle formé par avec une droite fixe Mi passant 

par le point M et comprise dans le plan de l'orbite; 

cet angle est appelé I' 'anomalie -vraie de la planète; 
a le demi grand axe de l'orbite ou la distance moy enne 

de la planète au Soleil, doni la direction est te que l'on 

nomme la ligne des apsides; 
c l'excentricité de l'orbite; 

u l'angle foi ■tué par la ligne des apsides avec Mot, ou la 

longitude du périhélie; 
T la durée d'une révolution complète de la planète; 
<f l'accélération du centre de la planète, considérée 

comme positive ou négative selon qu'elle sera dirigée 

vers le centre du Soleil ou en sens inverse; 
/ le double de l'aire décrite par le rayon vecteur dans 

l'unité de temps. 
Ou a 

(l) M=*w*fî=?, 
et d'après la première loi de Képler, 

Le carré de l'élément de chemin parcouru dans le temps df 
étant r*rff*-f- nV*, le principe des forces vives donne, en 
désignant par h une constante, 

,3, s*f* 
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, en éliminant dt au moyen de l'équation {i), 



écrite a po 



(4) 

or l'ellipse décrite a pour équation 



en exprimant J au moyeu de r cl réUuisanl, l équa- 
iion {4) devient 



■/r 



d'où, par la diflëren lia tion, 

et comme £ est plus petit que l'unité, cette valeur est posi- 
tive. Done, dans son mouvement elliptique autour du So- 
leil, lecentre de chaque planète obéit à une accélération 
dirigée -vers le centre du Soleil, et qui varie en raison in- 
verse du carré de la dislance de ta planèteà cet astre (*). 

En remplaçant dans la formule (6) A' par sa valeur tirée 
de l'équation (i), il vient 

(5) f=4V"£-~. 

expression dans laquelle, d'après la troisième loi de Ké- 
plcr, le coefficient de — est constant ; par conséquent, l'ac- 
célération planétaire rapportée à l'unité de distance a 
la même valeur pour toutes les planètes. 
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Ces considérations sont évidemment applicables à la pa- 
rabole qui est aussi représentée par l'équation (5) en y 
supposant a = oo ,c = i, cl <i(i — e*} égal au demi-para- 
mètre, et à l'hyperbole dont l'équation s'obtiendra en chan- 
geant le signe de a(i — e') , e devenant supérieur à l'unité. 

2. Supposons maintenant que réciproquement un point 
matériel possède constamment une accélération dirigée 
vers un centre fixe et inversement proportionnelle au 
carré de la distance à ce centre, et proposons- no us de dé- 
terminer la nature de la courbe qu'il décrit. Posons à cet 
effet tf = pi fi étant une constante ; l'équation (4} devient 



•MM-, 



En considérant toujours dv comme positif, on devra 
prendre le signe -+- ou le signe — selon que r décroîtra ou 
croîtra; les changements de signes auront lieu pour les 
valeurs maximum et minimum de r données par 



Si nous supposons que r commence à croître à partir 
de la position initiale du mobile, on devra prendre le 
signe — , et l'équation ci-dessus donnera en intégrant, u> 
étant une constante arbitraire, 

*' 

7-e 
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d'où 

(8) r= E , 

équation polaire d'une section conique rapportée à l'un des 
foyers. Cette section sera une ellipse, une parabole ou une 
hyperbole selon que l'on aura h = o, ou, en vertu de l'é- 
quation (3) qui donne la signification de h , 



w, el r t étant la vitesse et le rayon vecteur correspondant 
à l'instant initial. On voit ainsi que la nature de la courbe 
dépend seulement de la grandeur de la vitesse initiale et 
non de sa direction. 

De la comparaison des équations (5) et (8) on déduit, 
dans le cas d'un mouvement elliptique. 



(9) 



et, en désignant par w la vitesse du mobile au bout du 
temps t, le principe des forces vives ou l'équation (3) 
donne 

M "=¥-;■ 

3. Principe de lu gravitation universel Ut. — Soient H 
la masse du Soleil; m, ni, m*,. . ., celles des planètes 5 
r, r', r*,..., les dislances de leurs centres à celui du 
Soleil. 

Les dimensions du Soleil et des planètes éiant très-pe- 
tites par rapport à leurs distances mutuelles, on peut, dans 
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une première approximation, en faire abstraction, et sup- 
poser que ces astres sont réduits à l'état de simples points 
matériels ayant respectivement les mêmes masses, et nous 
dirons que le point matériel M exerce sur les masses 

ni. ni, ni", les forces attractives a ■ i a -^i*-->« étant une 
constante indépendante de m t m', ,n . 

Si Ton considère celle attraction comme inhérente i 
l'essence mcine de la matière, il faut admettre qu inverse- 







™« ,«^"'~in"rsV.'*r« ù 




forces précédentes il après le principe 


de l'égalité entre 


l'action et la réaction. Par analogie av 


ec ce qui précède, 


l'attraction de « sur M sera de la forme e 


j M fl , ue 


vaut dépendre que de m, et comme a! — 


= « ^- et que * 


est indépendant de ni, il faut que l'< 


,n ait ol=f.m, 


a — /".M, f étant une constante îndéjien 


dante de la valeur 


des masses attirantes et de leurs dislan 


ces. On est donc 


conduit à admettre que deux pariit ides 


matérielles s'alti- 


reril mutuellement suivant lu droite qui 


les joint, propor- 


tionnctlement à leurs masses et en raiso 


n inverse du carré 


rie leur diUance (*). Tel est le principe 


de la gravitation 


universelle dû à Newton, basé, comme 






qa\ s'ciercont enlro lu 


oliuonlsdcla malicroj il on oiisle d'auir» appelé 


es spccialcniont actions 



Iremomonifaibltfsotdu même ordre do C rsn(icurqu« le» distança Iniermo- 
leciilniii'S, luai» i|ui ilE-rmi-isciil ;iïit uni; l'Url-ine rapidile quand 1.1 dis- 
tant» nuumcnle, Ces forces, ■nxqttotloa sonl duel la cohésion, lelaslici Lé. des 
sulidrs, elc. himl U' s unes iiurarlm-s, inliérvnti;-. .i l'.MMte même de la 
maigre, les .inlrcs répulsives, due!, au calorique. Mais les forces de ces deill 
systèmes, dont les relations de erarulcur définissent les trois éiais «PuH 
cuepï, n'élanl !i[r|iri!i:iali]cs [|u"eii[rc lus parlicules d'un même curps, ne 
jinient aucun ri'ilc dans le, nlirM.irucnn a-l:.inmiri.|ui's. Un ce <|ui corHL-rne 
l'équtlibra OM le mOuTSmenl dbs corp-, snlidus on llnldcs, elles ne sont rc- 
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élémentaires de ln Physique, sur une extension théorique 
d'une loi observée, et que pour re motif il était important 
de vérifier ultérieurement. Nous avons supposé en cilet que 
le Soleil et les planète» sont des points matériels, tandis 
qu'ils ontdes dimensions appréciables, quoique très- petites 
par rapport à leurs dislances mutuelles, et qu'ils sont com- 
posés d'un très-grand nombre de ces points qui devraient 
exercer entre eux, de l'un à l'autre corps, des attractions 
suivant la loi ci-dessus. Or nous verrons plus loin que, en 
raison de la presque sphéricité de ces astres, et de leur 
grand éloignement, les résultantes de ces attractions élé- 
mentaires produisent le même effet que si les masses de ces 
astres étaient concentrées en leurs centres de gravité res- 
pectifs. Le principe de Newton se trouve donc complète- 
ment d'accord avec le phénomène plus complexe en lui- 
même observé par Kepler, et auquel il doit son origine. 

Le Soleil, se trouvant sollicité par des actions attractives 
provenant des planètes, ne peut rester fixe dans l'espace, 
et c'est en effet ce qui parait résulter de l'observation, 
quoique son mouvement s'effectue en apparence avec une 
très-grande lenteur. Si l'on suppose que l'on imprime à 
tous les corps du système solaire une vitesse et une accélé- 
ration y égales et contraires à celles du centre du Soleil 
ramené par suite au repos, on voit que pour une planète, 



préscniéea que par des résultantes iielives auiquclles on donne le nom de 

L'attraction proportionnelle ii l'inverse .lu carre do le distance, duo à li 
(•raiitalion, est très-petite cnlro loi Corp! de faible niasse, lui» que nous Ici 
«tiserrom ù la surface de lu Terre; cependant elle Bt mise eu ciidonco par 
l'aUraction des montagnes sur le lil il plomb, et dans l'cipericiicc do Cnven- 
dish pour la détermina lion do la débite m avenue de la. Terre, .liai» l..[=r|nc 
doui corps en presenco ofircni chacun, ou seulement l'un d'eui, une 
masse considérable, icllo attraction 10 traduit, même a de Rrandcs dis- 
tances, par deS]iln-[i.)mejn-~ il l- []■!■ ut . ci i r;u ■..■!■■>.-. et qui, de U.ut temps, 
ont frappé les joui des observateurs ; et c'est 0 celle caiiM- miLiiutiieiiI i|ui 
10 rattachent la pesanteur, In forme elliptique des odics planétaires, etc. 
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celle accélération V viendra se composer avec celle qui csl 
due ii l'attraction [lu Soleil, pour donner l'accélération de 
la planète dans son mouvement relatif autour du Soleil. 
A celle résultante viendront encore se joindre les accéléra- 
tions dues aux attractions' des autres parties du système 
solaire. On voit ainsi qu'une planète dans sou mouvement 
relatif autour du Soleil suit une loi très-compliquée, el que 
si Képlcr a trouvé des ellipses pour les orbites planétaires, 

tesse, riniluence des uou vellosf orées dout nous venons de 
parler lui a complètement échappé; il est probable que 
c'est à cette circonstance que l'on doit les lois fondamen- 
tales de l'Astronomie moderne. Mais nous reviendrons plus 
loin sur les ellets produits par ces diverses causes pertur- 
batrices, effets que des moyens plus parfaits d'observation 
n'ont pas tardé à faire reconnaître, et dont la loi de la gra- 
vitation rend parfaitement compte. 

Si nous ne considérons qu'une seule planète en présenre 
du Soleil, en faisant abstraction de tous les autres corps du 

système solaire, l'accélération du Soleil sera ~» dirigée 
dcMvcr Sm ;celledelaplancic^,dhi S ée en sens inverse 
de m vers M ; en ramenant M au repos ainsi qu'on l'a dit plus 
haut, IWIérationdem sera et comme d'autre 

part elle est représentée par l'expression (j) ou, d'après 
le n» 2, par £, il vient 

(II) (Vi + , n )/=4*£=l-- 

D'après la troisième loi de Kepler, cette quantité devrait 
être indépendante de m; d'où il suit que cette loi n'est 

qu'approximative et que — , ou le rapport de la masse . 
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d'uni; planète à celle du Suivi), est dans lotis les cas une 
très-petite fraction. 

On suppose ordinairement pour simplifier l'écriture 
j = 1, ce revient à prendre pour unité de force l'at- 
traction entre deux masses égales situées à l'unité de dis- 
tance et p=l, en prenant ainsi pour unité de niasse la 
somme M ■+- m, ou tout simplement la masse du Soleil, en 

négligeant la fraction devant l'unité. Toutefois, nous 

laisserons subsister dans nos formules jusqu'il nouvel ordre 
les facteurs p et /. 

Avant d'avoir démontré la loi de la gravitation, Newton 

Les planètes décrivant des orbites d' excentricités différentes, 
on peut admettre que les lois de Kepler s'appliquent encore 
au cas d'une orbite circulaire, et cela avec d'autant plus de 
raison que ces excentricités sont généralement très-pe- 
tites (*).Danscet!e hypothèse appelons 'j, '/li s accéléi-iiiiuiis 
qui retiennent deux planètes dans leurs orbites; T, T' les 
durées de leurs révolutions autour du Soleil; R, R' les 
rayons de ces orbites ; on a, d'après l'expression connue de 
la force centripète, 

,p(¥)* <-$)'■*. 



(■) Sous le rapport deï ('«■■jiiii'irilvs ili-î orliitcs, les planâtes pcuTCDlu 

( D ,^.) I t/W™,n, a ( O ,0jR). ^ ( ' 

1' Neuf entre San™ (o.oîfi) el tl«n { o.oyî). Leurs cicontrlclttl ton! 
comprises entre colle o.ofiG cl n.ogn du Ncmmua et Venu. 

3» Q B .rimle-qu;.lrc entre Mort et Uêratre {o,io3} dont les cicentriei lés 
ont pour limite! 0,0916 (Par ttumape) el n.Kn (Hfie). 

i" Eolln ïeiie qui oui de* L-n-LTilricitts mi [..■ rien ces ii celle do Mercure el 
comprises enirelei limites 0,303 {'>•') et o, 338 (Petmrie). Celle qui a la 
plu» forle eicentridic après Poljiunie ml Ataltntc [o,iyS). 
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d'où 

î' R' ' T* ' 
et, d'après la troisième loi do Kepler, 

i —. 52 

f ' ~ R' ' 

te (|ui est conforme au résultai obtenu en partant du mou- 
vement elliptique. 

i. De la pesanteur terrestre. — Si l'on fait abstraction 
de la force centrifuge due à la rotation de la Terre, la pe- 
santeur d'uu corps à sa surface n'est autre chose que la 
résultai! te des altrartîons exercées par tous les poinls du 
spliéi.i'i'de terrestre sur chaque point matériel du corps, 
résultante qui ne dépend que de la position et de la masse 
de te corps, conformément à ce que l'expérience nous 
enseigne. L'intensité de celte force doit diminuer à mesure 
que l'on s'éloigne du centre de la Terre, el c'est effective- 
ment ce qui résulte des observations du pendule exécutées 
à différentes hauteurs. 

5. Di:s salrllites, — Les satellites d'une planète circu- 
lent autour de cette dernière, toujours eu venu de la gra- 
vitation, et leurs orbites sont elliptiques ;'i quelques inéga- 
lités près ducs à leurs attractions mutuelles et à celles du 
Soleil et des autres planètes. 

Le mouvement de la Lune autour de la Terre a permis 
à Newton, h l'aide des considérations suivantes, de vérifier 

Le rayon de l'orbite lunaire qui est très-sensiblement 
circulaire, étant environ égal ;'i 6n fois le rayon moyen de 
la Terre, le centre de la Lune décrit en une minute un arc 
de 61020 mètres dont le sinus verse 4°\87 représente la 
bautcur dont ce centre s'écarte de la tangente à l'origine de 
l'arc d'un mouvement que l'on peut considérer comme 
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uniformément varié. On a donc, pu désignant par o' l'accé- 
lération dans ce mouvement, 



i>r, 4i8~ est Irès-seusiblemem égal à la moitié 4i9 c >44 <le ' a 
pesanteur g à la surface de la Terre ; on a donc 



c'est-à-dire que g et s' varient h très-peu prés en raison 
inverse des carrés des distantes au centre de la Terre. 

On arrive également à ce résultat, en remarquant que, 
d'après le n" 3, ou a, 



j T'-jF 60(39344)-., 3fc4' 
soil environ. 

ti. Des masses tics planètes. — Soient la masse d'un 
satellite de la planète m\ ara' le grand axe de son orbite, 
ctT'la durée de sa révolution autour de la planète. La 
formule (tt) appliquée à celle planète et à son satellite 
donne 

d'où, en divisant par cette même équation, 



omme les fractions— t sont généralement Irès-pc- 

1 — ""' V 
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Les rapports ~ ^ étant supposés donnés par ['observa- 
tion, cette formule fera connaître la masse de la planète 
rapportée à celle du Soleil. C'est ainsi que NeWtOtt a 
trouvé pour Jupiter, résultatqui diffère peu de la frac- 
tion obtenue par des procédés plus précis. 

La masse de la Terre ne peut pas se déterminer par cette 
méthode, attendu que l'inverse de son rapport à celle de la 
Lune n'est plus négligeable vis-à-vis l'unité; mais on peut 
opérer de la manière suivante. Nous verrons plus loin, eu 
nous occupant de la forme des planètes, que pour tous les 

points du parallèle dont le sinus de la latitude est \f y 

l'attraction de la Terre est la même que si elle étaîl 
«phérique. Pour ce parallèle le rayon de la Terre est 
r=636455i mètres ei la pesanteur o" 1 , 79886; mais pour 
égaler cette dernière à l'attraction terrestre G, il faut l' aug- 
menter d'une fraction d'elle-même égale à 3'^' repré- 
sentant la composante verticale de la force centrifuge aux 
différents points du même parallèle. On a ainsi 

0 = ^ = 9,81645, 

d'où, en vertu de l'équation (1 1), 

M _ 4 n'a' 

m ~ Cr'T' ' 
mais ou a, en secondes, 

T = 86400 X(365i, a 563 : 4), 
et la parallaxe du Soleil correspondant au parallèle ci-des- 
sus est 

^ = tango" ,60, d'où a =agg84 r i 
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par suite, 

" = 354592. 

Le diamètre du Soleil étant égal à 112 fois celui de la 
Terre, on déduit de celle relation que sa densité moyenne 
esl à peu près le quart de celle de la Terre. 

En appelant B. le rayon du Soleil, ou obtient pour la 
gravité à sa surface 

'rf 

ou, à cause de R = nar, G = ~ t 



La correction que l'on devait faire subir à cette valeur 
pour tenir compte de Ja forée centrifuge due au mouve- 
ment de rotation du Soleil amour de son axe peut être 
négligée; car le Soleil exécutant une révolution en a5i,5, 
la force centrifuge à son équateur n'est guère que ^ de 
la force pareille à l'équaiour de la Terre. 

Pour déterminer la niasse de la Lune, on part du prin- 
cipe suivant dont nous démontrerons l'exactitude dans 
l'un des chapitres suivants : pour un point de la mer 
dont le rayon vecteur, émanant du centre de la Terre, fait 
le même angle avec les rayons vecteurs de la Lune et du 
Soleil, les actions de ces deux astres qui produisent les 
oscillations de la mer sont entre elles comme leurs masses 
divisées par le cube de leurs dislances an centre de la Terre, 
et ces oscillations sont, toutes choses égales d'ailleurs, pro- 
portionnelles aux forces qui 1rs produisent. Si donc on 
appelle m', M les masses de la Lune et du Soleil; a', a 
les distances respectives de leurs centres à celui de la 
Terre; a le rapport lie la marée lunaire à la marée solaire 
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pour les positions semblables des deux astres, on aura 
M 

d'où, en désignant par m la masse de la Terre, 

La moyenne d'un grand nombre d'observations exécutée» 
dans le port de Brest a donné 

n = a, 3533 (*), 

et comme ou a à très-peu près 

n = 4oon' et — — 355oon, 

il vient 

Les masses des planètes qui n'ont pas de satellites ne 
peuvent être déterminées que par les perturbations que leurs 
actions mutuelles introduisent dans leur mouvement autour 
du Soleil, et dont nous nous occuperons plus loin. Le même 
procédé peut également s'appliquer aux planètes qui ont 
des satellites, et c'est ainsi que l'on a trouvé — ^— pour la 
masse de Jupiter. 

Les rapports des masses des satellites d'une même pla- 
nète à celle de cette planète peuvent également se calculer 
au moyen des perturbations que leurs actions mutuelles 
apportent dans leur mouvement autour de la planète, cl 
l'on en déduit leur rapport a la masse du Soleil, puisque 
l'on tonnait la masse de la planète rapportée à celte der- 
nière. En appliquant cette méthode au système de la Terre 



(' ) HfeMffW cAtHC, t. V, p.IpC. 
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et de la Lune, on trouve 34o3G et au lieu des valeurs 
ci-dessus — ■ — i ijuî n'en diffèrent d'ailleurs que très-peu. 

7. Des comètes. — On reconnaît que les lois de Kepler 
se ïéi ilieni dans la partie des orbites cométaires que l'on 
peut observer; mais, comme les grands axes de ces orbites 
et les durées des révolutions sont généralement inconnus, 
on calcule les mouvements des comètes dans le voisinage du 
périhélie comme si leurs orbites étaient paraboliques. En 
désignant par D la distance du foyer au sommet de la para- 
bole, le paramètre sera 4D, tandis que, dans l'ellipse, il 
est exprime par a« (1 — e'). La formule (6) devient par 
suite 



Les comètes, à cause de lu petitesse de leur masse, ne 
produisent aucun cllel appréciable sur les planètes; mais 
leurs mouvements sont troublés par les attractions plané- 
taires qui influent notablement sur les époques de réappa- 
rition de chaque comète, c'est-à-dire sur l'intervalle de 
temps compris entre deux de ses passages consécutifs au 



l'équation (2) devient 

D'autre part, si nous comptons l'angle v à partir du pé- 
rihélie, ce qui revient à supposer m = a, ou a pour repré- 



t la parabole 



0 (1 + tan6'0- 
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Ponanl cette valeur dans l'équation précédmte, inté- 
grant et prenant [jour origine du temps l'instant du pas- 
sage au périhélie, on trouve 



Les équations (ta) ut (i3) sont celles dont on se sert dans 
la llléorie des comètes; mais, comme presque toujours l 'in- 
connue de la question est v et qu'elle dépend d'une équation 
du troisième degré, on a construit, pour éviter la résolution 
de celte équation, dus tables donnant les valeurs de t cor- 
respondant à celles de v dans l'hypothèse de D= i : ces 
tables permettent de trouver l'angle v décrit au bout du 
temps I dans une parabole quelconque, en y cherchant la 
valeur de v qui correspond au temps f .D *. 

8. Relation entre le temps qui sépare deux obser- 
vations d'une comète et d'autres quantités connues. — 
Soient /', /', v 1 les valeurs de r, t.. v qui se rapportent à une 
seconde observation, c la corde de l'are parcouru: l'équa- 
tion (i3) donne 





d'où, en retranchant celte même équation, 




Posant 
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( = [aagf' — lange) |V 4- ~ (lange' — tange)»J 

— jj,— i (lange' — langpjj J. 

En projetant In distance de doux positions considérées 
de la comète sur l'axe de la parabole et sur une perpendi- 
culaire à sa direction et faisant la somme des carrés, on 
trouve 

c' = (r' cas/ — J-coseJ'-Hjr'sine' — rstnp)', 

et en remplaçant r, r 1 par leurs valeurs déduites de l'équa- 
tion (12), 

e 3 = !\C (tang/ — lange) 1 ^1 -H ^ (lange' + tange) ! Ji 
= ijD 1 (tango' — lange)». n 1 , 

d'où 

c = 2D (lange 1 — lange) r„ 
D'autre part, on a 

r +r'= aD U -r-4 ( tan G p ' - ""S')'] i 

r + r'-i-t — iD^ n + ^ (lange' — lange) j , 
r + r'-c=îD^-^ (lange' — tangejj ■ 



Il vient donc enfin 



(■4) 



"6vï 



On voit, en se reportant à l'équation (*), que l'on doit 
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prendre le signe — on le signe -+- , selon que 
n — ~ (tang/ — tan B ^)> ou <o; 
or, comme cette quantité est de même signe que 

^ (tag/ — mp) 1 = 

qui sera positive ou négative lorsque — c ou ^> p, il 
ne peut y avoir aucune ambiguïté sur le choix des signes 
dans l'Application de la formule (i4). 

Cette formule, dans laquelle n'entre pas l'excentricité 
de l'orbite, constitue ce que l'on appelle le théorème de 
Lambert, quoique Eulcr l'ait établie le premier dans le sep- 
tième volume des Miscellanea Berolinensia. Nous verrons 
plus loin comment on peut trouver ses équivalentes pour 
l'ellipse et l'hyperbole. 

9, Du mouvement relatif de deux points qui s'attirent 
mutuellement autour de. leur centre de gravité. — Conce- 
vons que l'on imprime aux deux points matériels m, m', 
qui s'attirent suivant la loi de la gravitation, une vitesse, et 
contraire à la vitesse constante en grandeur et en direction 
du centre de gravite G de ces deux points. Ce centre étant 
ramené au repos, les masses mobiles m, m', dès lors mo- 
biles sur la droite mGm', qui pivote elle-même autour du 
point G, décrivent des courbes semblables inversement 
situées, puisque entre leurs distances respectives x, xf à ce 
centre, on a 

mx = »iV et ( m + m'} x — m'r, 
r étant la dislance des deux masses. 

Le mouvement de m est dune uniquement dû à la vitesse 
relative initiale par rapport à G et à l'accélération 

_/"■' _ f "'" 

r> (m + mjx' 1 
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dirigée vers ce centre, et qui varie en raison inverse du 
carré de la dislance r h ce point. D'où il suit que, dans 
leur mouvement relatif par rapport à leur centr e de gra- 
vité, les deux masses m, m! décrivent, dans un même plan 
et autour de ce point comme foyer commun et centre de 
similitude, deux sections coniques semblables, mais inver- 
sement situées. Ce cas est notamment celui des étoiles 
doubles, lorsque les forces d'attraction auxquelles elles sont 
soumises de la part des autres astres sont négligeables par 
rapport à leurs actions mutuelles, 

10. Problème de Kepler. — On désigne sous ce nom la 
détermination des coordonnées polaires d'une planète en 
fonction du temps. 

Supposant que l'angle V soit compté a partir du grand 
aie de l'ellipse ou que la longitude du périhélie est nulle, 
l'équation de l'orbite deviendra 




et si l'on observe que^ït compris entre a ( n- r;), a (i— e), 
on pourra poser 

('5) r=o(i_(rcosu). 

L'angle u, qui passe en même temps que l'anomalie vraie « 
par les valeurs o, n, air, a reçu le nom d'an orna lie excen- 
trique de la planète. 

De ces deux équations on déduit 




Désignant par T la durée de la révolution de la planète et 
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posa ut 

r scia la moyenne vitesse angulaire cl ni le mouvement 
moyen ou l'anomalie moyenne de la planèlc, et si l'on 
prend le jour moyen pour unité de lemps, on a relative- 
ment à la Terre 

T = 365i,3563 7 4, d'où n = o'5o/8", 

en remplaçant ir. par 36o degrés. Celle valeur de T est !a 
durée de l'année sidérale ou l'intervalle de temps qui s'é- 
coule entre deux retours consécutifs du Soleil à une même 
étoile dans son mouvement apparent autour de la Terre. 
L'équation (a) donne, eu égard à la relation (i), 

et en y remplaçant r et v par leurs valeurs déduites des 
épiions (i5) et {.6}, 

ndt= (i — ecosujrfu, 

d'où, en prenant pour origine du temps un des passages au 
périhélie, 

Nous remarquerons que, d'après la formule (7) du n° 1, 
on a 

d'où 

* = vW-. 

\\. Cas où. on peut négliger les puissances rie e supé- 
rieures à la première. — L'équation (17) donue dans cette 



(*) On Lrouicro, lin ni mun Trtmv drfiiw'lnelîjiitpurt, p. 3s, l'inlcrprùta- 
liOD [iomitriqilB de l 'anomalie mcenlriquc pi unn (liinionstntion géomé- 
trique Jn la formule (17). 
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hypothèse, qui est admissible pour la plupart dus planètes, 
(18) u = nf 4- esin (nr + esinn) = «( -|- esin/if, 

et l'équation (i5) devient par suite 
(ig) r=a(l — ccosnl). 

Posant v-= ni 5 étant du même ordre que «, la 

première équation (16) donne, en continuant la même ap- 
proximation, 




Si nous considérons un astre iictif animé de la vitesse an- 
gulaire constante n et partant du périhélie en même temps 
que la planète, il passera en même temps qu'elle il l'apliélie, 
puisque pour ce point sin«/= o, et reviendra au même 
instant au périhélie, et ainsi de suite indéfiniment. Dans 
la première moitié de la trajectoire le rayon vecteur de l'as- 
tre fictif sera en avant de eelui de la planète, et il sera en 
arrière dans la seconde moitié. La quantité aesmnt, qui 
mesure l'écart des deux rayons, est ce que l'on appelle l'e- 
quation du centre. 

On corrige de cette manière par la considération de 
l'astre fictif l'inégalité du mouvement apparent du Soleil 
autour de la Terre dans l'écliptiquo. Pour corriger celle qui 
résulte de l'inclinaison de l'écliptiquo sur l'équateur, il suf- 
fit de concevoir un second astre Gctif circulant dans le plan 
de l'équateur, passant par l'équinoie en même temps que 
le précédent, et animé d'un mouvement angulaire uniforme; 
il déterminera ce que l'on appelle le temps moyen, qui 
coïncide quatre fois dans l'année avec le temps vrai, indi- 
qué par lu mouvement réel du Soleil. 

12. Développement des coordonnés polaires d'une or- 
bile elliptique en fonction du temps. — De l'équation (17) 
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on déduit au moyen de la formule de Lagrauge (*),en po- 
sant x = nt, 

'■ rfsin'-c <T d— 'sin"j: 

j H 5 -7^=. r-'-î 

[ .a fie 1.3.3. ..m <£t" 1 



u = x + csinu-\ — 



3 1 lin'x— — cos6* -1- 6cos4* — r5 cus-jj — m, 

Faisant les suLstilutions dans l'équation précédente, effec- 
tuant les différent! a lions, puis remplaçant a: par nt, on trouve 
pour l'anomalie excentrique développée, par rapport au 
temps, 

| u = n(+esinn( + ^ sinînt + j(3sin3n/ — sinnf)' 

I + —Ç^ (3' sio 6 n( — 2'sin 4« -I- 5 sin mi).... 

(') Si l'on un n« ncral 
relie formule copsiilo dans Ici développement* 



ï entier prenant loules loi Yolcurs poiiibl» do- 
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L'équation (i5) 



donne (*) 



2.3 <to> + 2.3-4 ^ î. 3-4-5 4 



rfân'j — 3cos3.r-+-3c[ 



rf'sin'-r _ - 5'cos5j+ 5.3'cos3-r — 5.acosr 
— a' ' 

rf'sin'x — 3'cos6j + 6.a'cos4-c — 3.5cos2x_ 

___ _ ___ a i 

et en remplaçant x par nt, on a pour le développement 
du rayon vecteur : 

i — ccosnt — ^-{cosi/if — i ) — ^(3cos3nr — 3co»nf) 

— j(«»4w — C032«() 

— ^-^ (5'cosnf— 5.3'cos3nf -t-5.acos/if) 

— (3' cos6n( — ï'ros4«(+ 5c«s3 «().... 

Pour obtenir le développement de l'anomalie vraie, nous 
remarquerons que la seconde équation (16) peut se mettre 

(")En supputant F(a) = i — co»u dans l'équation ( i ) de la note pro- 
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sous la forme 

F.'^,+ , = 7T^'K- vr; + I ' 
E désignant la base du système de logarithmes népériens. 
En posant 



a déduit de là 



et, en prenant les logarithmes dans le système népérien, 
V'-i 

La quantité X étant plus petite que l'unité, les logarithmes 
peuvent se développer suivant ses puissances ascendantes, 
et en remplaçant les exponentielles imaginaires par des 
sinus et cosinus, on trouve 

v — u-t-i ^\sinu + ^-5inaB4-jsin3a + |-sin'u+...j- 

Des équations (17) et (ai) on tire 

tù a = — = sin/if -f- - sinanl-l- ^ (3sin3nf — sinn(), 

et la formule de Lagrange donne 
sinau = sinanf + ci"sïn3 ni — sinnï] + c J (siii4"' — sininr) 

+ (4sinnt — 27sïn3n( + a5sin5/i() +- . ., 
sin3a = sin3/if-t-î(3siBjj/« — 3sin/it) 

-+- j (iSsinSnf- i8sin3«f + 3siu/i() 
+ Ç( 9S in6«-i^m4+3sin inf ) 
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Il ne reste plus maintenant qu'à développer les puis- 
sances de A suivant celles de e. Posons à cet cllet 



En développant L 11 suivant les puissances de c* par la 
formule de Lagrange (*), on trouve 



1 P = ^JL. e ^ H -dg±iU. + /'tP + W^.^..,, 

if T ii-' ^ a.3P+' a.3.a''- HI 
et enfin 

!i>-i-nl-i-iciin ai H-^c'sîna/rH — ^(i3sitinr— 3sinnr) 
-+- ( i o3 sin 4 "t — 44 si» 
+ ^ry *g( 10 9? s i" 5n( — 645sin3fl/)+5osin nt+... 

pour le développement cherché. 

Si on prend, au lieu du périhélie, pnui- origine de la 
longitude une position quelconque de la planète, il faudra 
remplacer dans la formule (s3) v par v — W, en continuant 
:i désigner par 'ù la longitude du périliélie ; cl si de plus on 
prend pour origine du temps un instant quelconque après 
le passage au périhélie, correspondant à la longitude 
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moyenne e, l'angle nt devra être augmenté Je la i:oiisiarite 

£ est ce que l'on nomme la longitude de l'époque, et / re- 
présente Je temps moyen employé par la planète pour aller 
du périhélie à l'origine du lemps. Les formules (i;), (aa), 
(a3) deviennent alors 

(17') »{M-/)=B — «M«, 

(aal - = 1 — ecosn((-l-/) — 1 [cosan((-M) — 1]..., 

(ay) i. = »f+«+aeMiin{»H-0 + |e>Hna«[/-F.() + — 

13. Expression indépendante. île l'excentricité du 
temps qui sépare deux positions d'une planète, — Appe- 
lons pour la seconde position i J , u', v' ', t! les quantités ana- 
logues à r, 11, v, t, ijui se rapportent à la première, c la lon- 
gueur de la corde qui joint les deux positions, et posons 

De l'équation (17) on lire 

et de l'équation (i5) 

(A) M-r' = M<t- e «»p l co.Jl). 

D'un autre côté on a 

et, en vertu de la première formule (ifi), eu égard à l'équa- 
tion (i5), 

cos u — e a l/T— ?rin u 



□igiiized by Google 



DE Vltn> 1; CÉLES-B. 2J 

par suite, 

_> = a' (. - e oos «)' + (■ - c ros «') ! 

- ? _> (_ -««.«) fs - «« «') - <:') sin « .in , 

= a«H ( i - 0 (. - sin « sin _') + a' (cos' « + cos' *•) - 

= — _») (a - acos' p) + a'a>(aiin p sin p, )•, 

Les équations (a) el (e) donnent, par l'élimination de 
à l'aide de l'équation (b), 

,=4-«*fij«»-' P -[îî=^2J|. 

Posant maintenant 

_ _ 3g - e -{ r -|- r ') ^ ^ + _,_».___ (-_ ( _ r ^ 



(*i - = J, = 4 ««"B* P [<**' P - \ (* + *)'] > 
d'où _____ 
et 

a p = arc cos . — arc cos 
lang g = — ^ Brc coa ^ ~ _______ CM . 

il vient donc pour la relation cherchée 

(rf) t = -[arc cos; — arc cos j, — sin(arccos :) + sin (arccos*,)]. 
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Dans le cas d'une orbite hyperbolique, z, étant plus 
grands que l'unité, la formule (<ï) se trouve compliquée 
d'imaginaires que l'on fera disparaître en remplaçant 
arc cos s et arc cos z, par leurs expressions logarith- 
miques 

el a par — a, ce qui donne 

On n'affecte d'un double signe que les termes en s,, 
dans l'hypothèse z > *„ puisque t doit être positif. Les 
signes supérieurs correspondent à v' — v < ff, et les signes 
inférieurs à c' — i' > ^ ; car, pour v' — v = o, r doit ûtre 
nul et z = z,, et l'on doit par suite prendre les signes su- 
. périeurs, et comme t est une fonction continue de f' — V, 
les termes en z, ne peuvent changer de signes qu'autant 
qu'ils s'annulent, ce qui a lieu pour v' — v — x, el quand 
y' — V vient à surpasser jr, les signes doivent changer pour 

La formule (il) qui donne le temps, indépendamment de 
l'excentricité dans le mouvement elliptique, doit encore 
s'appliquer quand l'ellipse, s aplatirait imlriinimcni, se 
change en une ligne droite ; elle donne alors le temps qu'un 
corps en mouvement sur le grand axe mettrait à s'avancer 
vers le foyer placé vers l'autre extrémité. Ainsi on peut dire 
qu'une planète décrira un arc de son orbite dont la corde 
est c et dont les extrémités sont à des distances du Soleil 
égales à r, r' dans le miinc temps qu'il mettrait à arriver 
directement vers le Soleil de la distance + - c à la dis- 
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tance r — — -i si elle était partie «ans vitesse initiale 

d'une distance égale au grand axe du son orbite. 

De ce qui précède on déduira sans peine, en suppo- 
sant a = oo , le théorème d'Iiuler démontré au n° 8. 

§ II. — Détermination des constantes arbitraires qbi 

ENTRENT DANS LES FORMULES DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE. 

14. "Proposons-nous de déterminer complètement l'or- 
bite d'une planète, connaissant Tune de ses positions et la 
vitesse correspondante en grandeur et en direction. 

La formule (10) du n° 2 ne renferme comme inconnue 
que le demi grand axe a de l'ellipse et que l'on pourra 
ainsi déterminer. 

Soient x, y, z les coordonnées du mobile m par rapport 
à trois axes rectangulaires passant par le centre d'attraction 
M supposé fixe. Eu posant 

dj dr. dx dz di dy „ 

x di ~ r ^ft~ c ' z Tt'~ x dî~ ' 3 di~ l Ti~ c ' 
c, c', c", d'après le principe des aires, seront pendant toute 
la durée du mouvement des constantes représentant le 
double de l'aire À décrite pendant l'unité de temps, en pro- 
jection sur les trois plans coordonnés xMjr, xMî^Ml, et 
elles se trouveront déterminées par les données de la ques- 
tion. On obtiendra ainsi la valeur de k = y'e 1 -+- c" -f- c"' 
et la première formule (9} du n°2 permettra par suite de 
calculer l'excentricité. 

Si l'on prend pour origine du temps l'instant de l'obser- 
vation, la formule (1 j'j du n° 12 donne 

n{t+i) = a-~ esinu, 
ou, d'après le n" 10, 
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En appelant u, la valeur de u pour 



on a deux équations pour déterminer / et » s . 

Supposons que l'on compte l'angle v à partir de l'ïnler- 
section du plan de l'orbite avec le plan fixe ou ligue des 
noeuds, et soient <f l'angle compris sous ces deux plans, a 
la longitude, comptée dans le plan fixe, de la ligne des 
nceuds ; u la longitude du rayon vecteur projeté sur le plan 
fixe ; v„ u 0 les valeurs de k, u correspondant à l'origine du 
temps. 

Une application Irés-simplc de la Trigonométrie sphé- 
rique donne 

— siny coia, sin?sina, 

pour les cosinus des angles déterminés par le plan de l'or- 
bile avec les plans xMe ,y Mz , et il vient par suite 

f. = £cos?, c 1 = — Xsinjcosa, e"= isin^sioa, 

d'où l'on déduira les inconnues a et ç. 

D'autre part, on a, par la considération d'un triangle 
splïérique, 

_ ta n g(v, — <-) _ 

COSf ' 

cl comme 



lang u . = --, 



on pourra déterminer iv 

Enfin on calculera la longitude du périhélie w au moyen 
de l'équation (5) du n° 2 qui donne 



et les six éléments a, e, et, <f, l, u de l'orbite elliptique 
seront entièrement connus. 
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lo. Méthode de Gâtas. — Généralement on déter- 
mine les éléments de l'orbite d'une planète, eu l'observant 
dans deux de ses positions séparées par un intervalle de 
temps déterminé. Celle recherche, qui, envisagée à un 
point de vue général, présente de grandes difficultés de 
calcul, se simplifia nolahlement lorsque l'on suppose que 
les deux observations sont très -rapprochées l'une de l'autre ; 
et l'on emploie alors une méthode donnée par Gauss dans 
l'ouvrage intitulé Tfieoria motus corporum ceelestium et 
que nous allons reproduire. 

Soient ; 

r, r', r" les rayons vecteurs émanant du centre du Soleil 
correspondant à Irois positions d'une planète; 

v < 1/ < v" les anomalies vraies relatives à ces positions 
comptées à partir du périhélie; 

2p le paramètre de l'ellipse ; 

e son excentricité. 

L'équation polaire de l'ellipse donne 
- — 1 = ircos*, 



si l'on ajoute ces trois égalités multipliées respectivement 
par 

sinl,"-,';,^-,"), dn(/-»J, 
on reconnaîtra, en remplaçant les produits des lignes trigo- 
nométriques par des sommes, que le second membre du 
résultat s'annule, et l'on obtient, après une réduction de 
la somme de trois s'uius en un produit, 

P r ' r" ~ S ) + rr"5,iiiju ~ v" )± rr' sm{v — ■■) 
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On s'assurera facilement <|tie le dénominateur de celle 
expression changé de signe, représente l'aire du triangle 
formé par les cordes qui joignent les trois positions consi- 
dérées de la planète. 

Cela posé, admettons que l'on détermine par l'observa- 
tion deux positions de la planète, ou les rayons r, r", l'angle 
v " — v, le temps ( qui sépare les deux observations, et que 
/■'représente le rayon vecteur qui divise en deux parties 
égales l'angle formé par/-, r"; on a 

et la formule précédente se réduit a 

I 4 ri-VW -;{.•"— p) 



équation qui renferme les inconnues /■' et//. 

La formule de Simpson appliquée à l'intégrale ~Jr'& 
donne pour l'aire du segment elliptique limité par les 
rayons r, r", la valeur approchée 

* ( ^_ ( , ){rl +4r"+.-"), 

en supposant que l'angle v —v soit assez petit pour qu'on 
puisse approximativement se contenter de le diviser en 
deux parties égales. Or, d'après la formule (9) du n° 2, en 
remarquant quep = <i(i — e*), l'aire décrite par le rayon 
vecteur dans l'unité de temps est égale à ; il vient donc 

En remplaçant dans cette formule par sa valeur tirée 
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de la relation (i), on aura une équation qui fera con- 
naître p, par suite les autres cléments de l'orbite. Mais 
connue cotte équation est du cinquième degré eu \/p, pour 
en éviter la résolution dans disque cas particulier, on pro- 
rèile par approximation, en vue d'arriver à des formules 
d'une application facile. 
Posons à cel eflet 

S = 1, ^- = tan g (45"+A); 



i i + laog(45° + 1) acosl 

D'autre pan, l'équation (i) résolue par rapporta j' donne 
(51 H= r..'-iK-r)(rr-....l)S . 

et l'équation (2}, m y substituant cette valeur de r\ 

[ t k-^t- 



On obtiendra une première valeur approchée </„ do 
q = \[p, si les deux observations sont suûlsammcnl voï- 
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sincs l'une de l'autre, en supposant r" — — — dans l'é- 
quation (a), ce qui donne, eu égard à la relation (4}, 

Si Ton fait q = ç„+ 1, a; étant une quantité supposée 
asseï. pelitc pour que l'on puisse en négliger les puissances 
supérieures â la première, l'équation (6} permettra de 
calculer X et par suite une seconde valeur approchée de q. 
Mais nous n'entrerons pas dans ces détails de calcul, qui ne 
présentent aucune difficulté, et nous nous bornerons à 
donner le résultat auquel on arrive et qui se trouve com- 
pris dans la formule 

dans laquelle on suppose 



et la valeur de p obtenue de cette manière sera d'autant 
plus exacte que les observations seront plus rapprochées. 

Gauss a donné dans l'ouvrage précité une autre méthode 
de calcul qirc nous ne reproduirons pas, et pour laquelle 
nous renverrons soit a cet ouvrage, soit à V Astronomie de 
Del ambre. 

10. On peut également déterminer les éléments de l'or- 
bite d'une planète en se donnant les rayons vecteurs corres- 
pondant à trois positions de la planète, et les temps em- 
ployés n parcourir les arcs qu'ils déterminent. On est alors 
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conduit à des équations dont quelques-unes ne sont pas 
résolubles algébriquement; niais cet inconïénicnt disparait 
lorsque les observations sont assci rapprochées pour que 
l'on puisse développer les coordonnées des positions corres- 
pondantes en séries ordonnées suivant les puissances as- 
cendantes des intervalles de temps écoulés, et c'est main- 
tenant ce qui va nous occuper. 

17. Développement!: en strie des coordonnées d'une 

■^01 2»! le* coordonnées d'une planète dans une 
position déterminée, par rapport à trois axes de di- 
rection fisc passant par le contre du Soleil ; 

.t, y, s, les coordonnées de la planète dans une posi- 
tion quelconque; 

f, le temps qui sépare ces deux positions, considéré 
comme positif ou négalif, selon que la seconde po- 
sition est posiéiieiirc ou antérieure à la seconde; 

*•=(!).' ■■=(£).■ 

santés de la vitesse à l'origine du temps i, paral- 
lèles aux trois axes coordonnés. 

On a, en supposant t suffisamment petit, 

L'accélération du mobile étant £ et dirigée vers lecenlre 
d'attraction, il vient 




et si l'on pose 

dr iIjt il y •/-. 

3. 
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on déduit de cette équation par la différent! a don 




On obtiendra ainsi, en supposant ( = o dans ces formules, 
les valeurs des coefficients des puissances de ( supérieures 
à la première du développement ci-dessus de x, en fonc- 

,.. é„ ..=*.,: + r .s. w„ '.=(%),-■ 

et eu posant 




on trouve 

x — j.T + .r.U, 

et de même 

r =j-,T+y.u, 

Z = S.T+ !, U. 

18. Si nous supposons qui; l'on connaisse deux positions 
de fa planète ou x t , jr 0 , So, x, y, i, et le temps écoulé ( 
supposé assez petit pour que l'on puisse en négliger les puis- 
sances supérieures à la troisième, les équations (9) sont li- 
néaires eu x\, j\, a',, que l'on pourra ainsi calculer, et 
l'on sera ramené pour la détermination des éléments de 
l'orbite au cas étudie au n° M. 
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On remarquera que l'on a 

ou, en vertu des trois équations déduites de la formule {et), 
en représentant, pour abréger, par w, la vitesse corres- 
pondant à la première observation, 



quantité qui se trouvera ainsi déterminée. 

On peut calculer immédiatement a et e au moyen de s a , 

en effet, en éliminant ~ entre les équations (2) et (3) 

du n" 1, remplaçant 1? par £ et fc, h par leurs valeurs 
du n° 2, on obtient 



*r~- -- = *(,-*>), 
d'où, en tlifférentiant, eu égard à la valeur r ^ de s. 

et enfin 

( - -!=?±, 

(») r * r 

[ f 1 ' 

On voit aussi que les quantités ,t 0 et qui entrent dans ï 
cl U, ne dépendent que de la forme de l'orbite et non de sa 



19. Admettons maintenant que l'on connaisse trois 
rayons vecteurs r„, r„ r„ et les temps t, t' employés à par- 
courir les intervalles qui séparent les deuï derniers du pre- 
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micr; les équations (g) donnent, en faisant la somme de 
leurs carrés, 

rf = r:-p-H2ï e TU + {x': + j", + ;".) U'( 

mais des équations {10) des n™ 2 et 18 on tire 




il vient donc 

On a de même, en désignant par T', U' ce que deviennent 
T et U en y remplaçant t par t', 

r; = fiT"+J'.T'll'+ {^ + S ') u "' 

et eu s'arrùtant aux termes du quatrième ordre en t, t\ on 
aura deux équations qui permettront de déterminer s,, s\, 
par suite a, et e, et enfin les autres éléments de l'orbite. 

§ ÏII. — Détermination des éléments d'une orbite 
cométaihe. 

20. Le problème de la détermination des cléments d'une 

JVcwton s'est exercé le premier, et dont il n'a laissé que des 
solutions imparfaites, a occupé depuis plusieurs grands 
géomètres : Euler, Lambert, Olbcrs, Lagrange, Laplace, 
Legcndrc, qui ont proposé des formules approximatives 
d'une application plus ou moins facile. 

La méthode qui se prête le mieux au calcul est celle d'OI- 
bers, telle qu'elle a été perfectionné par Gauss, à l'occasion 
de la seconde comète de 18 13, et c'est la seule que nous ex- 
poserons. 
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Soient (fig. i) : . 

T, le contre de la Terre; ^k,, 
N, lenœnd descendant de lecliptique; .1'' i>" 

S, C, deux positions contemporaines du Soleil et de la 
comète; 

r = st, e = ivr3, h dislance du Soleil à laTcrrc et la 

longitude du 5oleil ; 
p = TI, la distance de la comète à laTerre en projection 

sur l'écliptiquc; 

a — WTP, (3 = Cïï 5 , la longitude el la latitude de la 
comète; 

r= SC, la distance de la comète au Soleil, 
On a 

r=CS =\Jd'-\- Sl'= \Zp"tan}; : f>-t- R'-h p' — allpcoa [x — 8] 

=\/£f-' ,t "°"'- 

En affectant des indices o, 1 , a les lettres qui se rap- 
portent à la première, la seconde et la troisième observa- 
tion, et posant 

f , = Mp„ cos(a«— e„)cosp,= cos>î<„ cos(a,— O,)cosp, = cos-J;„ 

il Tient 

| j-,='l/-£l-. — aR.p.co^o,— 8,) + ii; 

1 = v/jSÇ - aH.Mf.to.!.,- 1,)+ HJ 

Concevons que l'on rapporte la comète à trois axes rec- 
tangulaires Sx,$y, Sz passant par le centre du Soleil, l'un 
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l'équation (a) devient 

(3) c=YWÉ'si"'¥, 

elles équations (i) 

Nous allons maintenant chercher à calculer approxima- 
tivement la valeur de M. 

Les formules (g) du il" 17 donnent, en conservant Ici 
notations du n" 19, 

' ï, = * ( T + *',U, 
x,= x,V-i-x,U', 
d'où l'on tire, par l'élimination de a! lt 

P U" = TU'— UT', 

et l'on aura deux équations pareilles entre les coordonnées 
de la comète, parallèles aux deux autres axes. 

En remplaçant les coordonnées de la comète par leurs 
valeurs déduites des équations (a), on trouve 

/ U"p,cosaj — U'pi cosa, H-Up, cosa, 
— U"R, ros 0, — U'R, cosO, + UR, cgs 6, , 
(5) j U*p,sin*„ — U'p, sini, +Up,siux, 

( V" p, tan g p, — U' p, lany p, -f- U"p, taiig p, = o. 

Désignons par X, Y les coordonnées de la Terre paral- 
lèles aux axes Sx, Sj, lesquelles sont égales à — B cosS, 
— RrinB, et par X', Y' leurs dérivées par rapport au 
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temps ; elles satisferont à des équations de la même forme 
<]iie les équations (9) du n° 17, et, en représentant par 0 
et T ce que deviennent alors les fonctions T et U, on a 

X, = X,e +X',.r, T, = Y,a + T',.V, 
X,=X,B'-|-X' 1 .ï J , T, = T,« + r,.T, 

et les seconds membres des deux premières équations {5) 

deviennent respectivement 

X, (- U" + Lî'e — UV) -t- X', (U'r - U" V) = I., 

y,[— u"+ u'© — ire')+ (u'v — u*if)=:L'i 

or on a, en s'arrètant aux termes du quatrième ordre (17), 



SA'r 



3r, 



d'où 

u-^-.-^ w'-'isri-'i- , 

et de même, en appelant S l'équivalent de s pour la Terre, 
l" /=_ 

4r;^2r;' 4r;' 1 ~4r; 

Substituant res différentes valeurs dans L et L', négli- 
geant les termes du cinquième ordre et posant 
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ou trouve 

l = — w (x.+ (±l.-xr,y 

or X < i+- ^ < -X',,Yq + < représentent, aux lermes 

du second ordre près, les coordonnées de la Terre au bouL 
du temps compté à partir de la première observation. 

Si doue on désigne par R' et 9' le rayon vecteur du Soleil et 
sa longitude à cet insianl, et qui seront donnés par les 
labiés, les formules (5} deviendront * 

!Vp, cosa, — U'pi cosn.-t-Upi cosa, = ~ WR'cosO', 
(6))u' P , sino, — U'p, sinii + Up, sina, = — WR' sin B', 
( U" P , tangp,,— U'p, tanyp, -H Dp, iangp,= o. 

En divisant l'une par l'autre les valeurs de Up,,U"p 0 
que l'on lire de ces équations, on trouve 

P'_ M _ 1;>n e^si n ;8'- n .)— lansp.sinfS'— a,) U" - 
171 p, tang^sinlS'-ï.J-tao^.smfj'-,,)^ U ' 

Si les observations sont suffisamment rapprochées, un 
U" t — I 

pourra prendre approximativement — = — — ; M se trou- 
vant déterminé, les équations (3) et (4) ne renfermeront 
plus que l'inconnue u. 

cherchant à faire satisfaire les valeurs (3) et (4} de c 
et r 0 , r, à l'équation (4) du n° 8, qui devient, dans le cas 

en employant le signe — pour le second terme du second 
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membre, attendu quej d'après l'Uypothèse sur laquelle est 
basée la détermination de l'orbite, /"correspond à un espace 
angulaire moindre que i8o°. 

La quantité u étant connue, on en déduira la valeur 
de p 0 , par suite celle de p,. 

21. Soient maintenant 

J 0 , ?., les longitudes hêliocentriattes {*) de la comète 

dans la première et la troisième observation ; 
3i,3 t les latitudes liéliocen triques correspondantes; 
f„f, les longitudes dans l'orbite: 

( l'inclinaison de l'orbite sur l'écliptique pouvant prendre 
les valeurs comprises entre o et go", en distinguant les 
mouvements direct et rétrograde; 
m la longitude du périhélie; 
I) la distance du Soleil au périhélie. 
On trouvera les coordonnées liéliocen triques de la comète 
au moyeu des formules suivantes : 

p. cos (a, — G,) — R,= r c eos S. co» ( X. - 0.), 
p, sïn(a,— 5,) — r, cosrî, sin (1, — S,), 

Pi tang = r, sin S,; 
p, cos (a) — Bi) — Ri= r, cos I, cm{>, - 6,)> 
p,tt»(a, - 8,) = 'r,cmi, sin (!,—•,), 

p, tang p, = r, sin 1,. 

Ou déterminera la longitude fi. du nœud et l'inclinaison 
de l'orbite à l'aide des formules 

± tang S, = tang r sin [i, — il ), 
_,_ tang S, - lang g, cos f 1, — M ,. . 



Ml dit ArWocènirty u<! un ge'ocrnrnoue selon qu'il esl rapporte »u Soleil ou au 
B lobc terrestre, r.liacun il'eui élint coruidere tomrao Gic. 
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le signe supérieur est pour le mouvement direct, et le 
signe inférieur pour le mouvement rétrograde. 

On aura, pour calculer les longitudes dans l'orhite, 



et, pour déterminer as et D, 



= -p= sin \ (•; — u)i 



équations qui se déduisent de celle de la parabole. 

ftous ne nous arrêterons pas aux démonstrations do et 
différentes formules, en raison de leur simplicité même. 
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CHAPITRE II. 

DES PERTURBATIONS DES PLANÈTES. 



§ I. ÉçuATlOT-S TJIFFÉItEKTI ELLES DU MOUVEMEKT Il'uN 

SYSTÈME DE PDIHTS MATÊMELS SOUMIS A LEURS ACTIONS 
MUTUELLES. 

22. Soient M, m, m', m",..., les masses de plusieurs 
points matériels qui s'attirent muluellemenl, proportion- 
nellement à leurs masses et en raison inverse du carré des 
distances, el proposons -nous de déterminer les équations 
du mouvement relatif des masses m, m', m",..., par rap- 
port:! trois axes rectangulaires de directions fixes Hx, Mj; 
Mz passantpar le point M. 

Soient x, y, z les coordonnées du point m, el ;■ sa dis- 
tance à l'origine M; pour une auire masse nous emploie- 
rons les mêmes lettres, niais accentuées de la même manière 
que la lettre m qui représente cette masse. La dislance de 



deux des masses i 






z par la lettre p 


affectée respecliv 




n lias de 




de ces deux masses. 










lif cher 




m, m', m" il 




on leur 




qu'à M une vîtes 


se et une accélérai 


ion égal 




à celles de céder 


oier point qui se tr 






repos. Or, en s 


upposant J = i c< 


informé! 


nent à ce que 


nous avons dit ■ 


lu n" 3, l'accéléra 


lion de 


M est la resul- 



lantc des accélérations pi —, • ■ ■ i dirigées de M vers m. 



m',,.:} cellede m se compose de -, ^j, —■<■■■, dirigées 
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respectivement de m ver* M, m', m",...; on a donc 



Si l'on donne au signe ^ !a signification connue desowwe, 
que l'on pose 

et comme aux deux 11 0 ' S! et 3 




Pour obtenir les équations relatives à m', m", ni"',..., il 
suffira d'accentuer convenablement p, /■ cl les coordonnées 
x, y, z dans les précédentes, et c'est sous celte forme que 
ces équations permettent d'aborder le problème des pertur- 
bations des planètes. 

Si l'on pouvait intégrer ces diverses équations, elles don- 
neraient les coordonnées des points m, m', m",,.., en fonc- 
tion du temps, et l'on pourrait ainsi déterminer à chaque 
instant la position de ces points; mais malheureusement, 
dans l'état actuel de la science, celle intégration est impos- 
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sible (*), même dans le cas simple où l'on ne considère que 
trois corps M, m, m\ et l'on ne connaît qu'un petit nombre 
d'intégrales de ces équations fournies par les principes du 
mouvement du centre de gravite 1 , des aires et des forces 
vives, intégrales que l'on peut par conséquent établir direc- 
tement, et c'est ce que l'on a de mieux à faire au point de 
vue de la simplicité. 

23. Soient \, r,, Ç les coordonnées de M rapportées à 
trois axes fixes dans l'espace, parallèles à Mx, SI/, Mz; 
les coordonnées de^télanl X -)- £, y-k~r,, r + on a, 
d'après le principe de la conservation du mouvement dit 
centre de gravité d'un système matériel uniquement soumis 
à ses actions mutuelles, 

d'où 

et en intégrant, 

ï— a+ bi , 



(■) En tninnl k irès-peu prêt la méthode déposition adoptù par 
M. H "fini dom si Ihésc pnur le doctorat, nom avon« reproduit dans une 
\nliï pincée :i la lin du lulumo les théorèmes ri mari] nabi es auxquels «ont 
parvenus MM. Uamîlton cl Jacobi en cherchant à réduire In difficulté que 
pr.^c-iilt! l'intégra tinn dus équaliunj de la Jjnamiquc. Nous avons terminé 
celte Note en indiquant l'appllealion que l'on pcul faire de ces théorème» au 
calcul des perturba lions drs plunclw. 

mms pcfrauLlinu pas ilt j.~i-r----.ini t-j.- I.< ]„:,n Ir.uii] .1.! M. It- = ci r mit pn- 
blcmo des trois corps, ot pour lequel nom renverrons aui 30" el 3;" cahier» 
J,i bmtihrint l'atritehaifte. 
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a et b étant deux constantes arbitraires; on aile même, en 
représentant également par b', a", b" quatre autres 
constantes arbitraires. 



t=«"+t", 

24. Le principe des aires appliqué au mouvement relatif 
de m, m',.,., par rapport à M lionne, en remarquant que 
les forces dues à l'accélération de M prise en sens contraire 
fournissent seules une somme de moments qui ne s'annule 
pas, 

2r(-S-S) 



qualion (a) et de ; 



2mx . > ms 



appelant C une constante, 



rfr dz\ 2™* ^ (/i 2 mi „ dr 
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équation qui pont s'écrire ainsi : 

(.1, H-S^f— W-'l-f — W— 1] 
I =c( M + 2™)' 

On obtient doux équations analogues en prenant Mar, Ma 
pour axe des moments. 

23. Le principe des forces vives donne, en appelant ir la 
vitesse de m dans son mouvement relatif par rapport à M, 
et h une constante, 

eten remplaçant -^t -j-,* -jp p ar leurs valeurs en fonc- 
tions de a", y, s déduites di:s équutioiis telles cjue («), el 
effectua ni 1 ~ i i j ; *' jl; i:l t ï i r _ 

(m + 2 »)*■ 

et enân 
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Cette intégrale première et le» six an 1res que nous avons ob- 
tenues aux 22 et 23 sont les seules que l'on ait pu tirer 
des équations (3) réunies aux équations semblables rela- 
tives aux masses ni, m', m",..., cl dans cet étal de choses 
on est obligé, pour arriver à des résultats utiles pour l'As- 
tronomie, d'avoir recours à la méiliodc d'approximation 
due à Lagrangc, basée sur la variation des constantes arbi- 
traires, et que nous allons maintenant exposer. 



§ II. TnÉOnlË DES PERTURBATIONS DES 

2G. J.c problème que nous nous proposons maintenant 
de résoudre ne consiste pas à déterminer, même approxi- 
mativement pour une certaine période, la forme de la tra- 
jectoire delà planète troublée, mais les éléments des ellipses 
que tendrait à décrire successivement la planète si. à chaque 
instant, les forces perturbatrices venaient subitement à s'an- 
nuler. J,a trajectoire n'est alors autre chose que l'enveloppe 
de ces ellipses, ou encore, si l'on veut, une ellipse qui se 
déforme à chaque instant en changeant de position. 

27. Méthode de la variation des constantes arbitraires. 
— Reprenons les équations {3) du numéro précédent 



les composantes de la vitess 
les trois axes coordonnés. 
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voir que l'on ait exprimé ces ti 



S-ï£ S— ££■ î— £î- 




Mullipliatil la première (le ces équations par^Vf, la 
seconde par^-'ift, la troisième par^df, et retranchant 
la somme des résultat» obtenus de la valeur précédente 
de da„, on trouve 



employant la notation symbolique 
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e» venu di" laquelle on a 

[4') [«„»i = o, (,.,«,) = _(«,.«.;• 

L'expression ci -dessus Je da a esl remarquable en ce sens 
tjuu les coefficients des dérivées partielles de R y de- 
viennent indépendants du temps après la substitution des 
valeurs de x, y, s, \v,, ie r , w, relatives au mouvement 
elliptique exprimées en fonction des constantes ai et de t. 
Eu effet, on a, en différen liant par rapport au temps, 

du, , ila, diii , ila, ila, . rl/i, da, . dai 

ila. { dri, du, rf rfn, da, f da^ dn, { dai 
iliVj d} itny dy dy duy de i/tty 
du. ^'laj tta; ^rla, ^tln, ^da, dit, ( da, 



Or, en nosanl£ = V, on a, dans lu mouvement ellip- 
tique on d'après les équations (i) sans second membre, 
dw, -_dW •t»y_dV ■!■■■ -tv 

-It — dr ' ,/f — dv 



D'autre part, a„ est une fonction de ï, x, y z, w,, w, 
w,-, les coordonnées x, y, z varient avec ( en saiisfaisai 

... dx dy d: . . 

uix conditions — > w f — ^-i w, = — j et les vilessi 

v,, , if, varient aussi de manière li satisfaire au\ éqiiE 
ions (a). Il vient donc, en différentianl par rapport a 



dxdtv, de ' dxd«, <ly dxd*>, d: 

Mais a, étant l'une des constantes arbitraires introduites 
par l'intégration des équations (i) sans second membre, 
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par suite, 



En substituant dans l'expression ci-t!essus de d (a 0 , flj), 
les valeurs (7) et (3) et celles qui en dérivent, soit en y 
changeant a„ en a,, soit en y permutant les lettres x, j\ z, 
on trouve que celte différentielle est identiquement nulle, 
ce qui démontre la propriété énoncée. 

Avant d'aller plus loin, nous allons établir une formule 
ayant pour objet de donner les expressions des quantités 
((/„, a,) sans qu'on soit obligé d'exprimer chacune des 
arbitraires n, en fonction des variables x, y, z, w,,*,,*,, 
ce qui pourrait entraîner des éliminations compliquées. 

Supposons par exemple que l'on ait 

il vient, en distinguant par des parenthèses, quand il y a 
lieu de le faire, les dérivera partielles des dérivées totales, 

</a, / da\ i!a j ila, da-, da, da,da, 

dx \dx j du, de da, dx da^dx 

da, / rfaA da, da, ^ da, da, ^ da, du, 

da; \dw t j da, dm, da, dit; da, da; ' 

et eu substituant dans l'équalio» (A) ces valeurs et celles 
qui en résultent en changeant x en y et z, et a, eu a 0 , on 

,,) ( ..,„] = (.-^) + (,.,.,)g + K»,)£+(..,„]g, 

formule dans laquelle \a e , a,) représente la valeur de 
(,;„, obtenue sans égard à la variation des arbitraires 
h, , a, , «j , considérées comme constantes absolues, et qui 
pet mettra de calculer facilement {a„, a,) lorsque les arbi- 
traire* seront immédiatement données en fonction des va- 
riables x, y, =, «■„ , 
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28. Application, de la méthode de la variation des 
constantes arbitraires aux perturbations des planètes. — 
Eu supposant (n° 3), pour simplifier, ft = i, nous avons 
trouvé aux 2 et 14, pour les intégrales du mouvement 
elliptique, 




Dans la dernière de ces équations, c, désigne la longitude 
du périhélie, relativement à la ligne des nœuds prise pour 
origine des angles v; nous réservons la lettre m pour repré- 
senter la longitude du périhélie, par rapport à une autre 
droits comprise dans le plan mobilede l'ellipse, et que nous 
définirons plus loin. 

On a de plus les relations 




Nous choisirons provisoirement pour les six arbitra iris 
introduites par l'intégration des équations du mouvement 
elliptique, ci, /, v,, el li s quantités A, ç, a ..i i nuées aux 
constante» c, c 1 , v', auxquelles elles sont liées par les équa- 
tions (4)i nuis que nous conserverons transi toi rement 
[mur faciliter le calcul des quinze combinaisons (a„a.) 
entre les six arbitraires ci-dessus. 

Pour rendre plus claire l'exposition de ce calcul, nous 
allons établir sous la forme de lemmes quelques propriétés 
relatives à c, c, c", qu'il nous est utile de connaître. 
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Lbmme 1. — Toute fonction a, des coiMatues e, d, e* 
satisfait à l'équation 



- H- s-, 



ii effet, 



ertii des deux premien 

dm _ dm de dm de' (/a; d^_ ___ 
d^ ~ ~dê~ dm, + de 1 diV, de" dn; ~ 



et en substituant cette valeur et celles qui en dérivent pour 
±L, gL, dans le premier membre de l'équation ci-dessus, 
on' trouve qu'il devient identiquement nul. 

Lemme IL - Valeurs de quelques-unes des combinai- 
sous qui renferment les oùnslantei c, e, c". 

tant aucune difficulté, il nous a pain suffisant de désigner 
les équations qui, en outre de (A) et des trois premières (3), 
ont servi à les former, 

le, «) = ,", hO — C'0 = 
(«; r) = o, («, V) = 0, ko = 



M =fer| 7+ (^)'r='H 
(,',,) = (✓,<) ^(«',.')l" = o, 
(e-,i]=(e-,«)î + [e-,ôi = o, 
(.,,)=,.Ve)^+[r-,r)J. = -, 
( ,, 1 = ( r,e-|*- H r,r.,J = ., 



(D), (A'J, 3' éqeat, (fl 



a° équat. {.fl 
»éqtllt.(4). 



Nous déterminerons plus loin les valeurs des combinaisons 
dans lesquelles entrent c, </, c" avec e,. 



OigitizM B/ Google 



DE IlAGAIUÇtlE CÉLESTE. 5g 

29. Combinaisons qui ne renferment ni I niv t . — Si 
l'on applique la formule (B} à la dernière équation (4), en 
ayant égard au second lemme ci-dessus, on Jrouve 

S et l'on oblient de même 

30. Combinaisons entre l et a, A, ç, a. — En remplaçant 
dans la septième équation (3) upar su valeur tirée de la 
précédente, on obtient un résultat de la furme 

(0 t = -t + f(a,/,;r),. 

d'où, en considérant a et k comme constantes et en obser- 
vant que i' = x' + jf' -4- s 1 , 

dl dl dr dl 

7x~~dr di~7 dr 

cl l'on a deux équations pareilles par rapport à y et a. 

La formule (It) appliquée à l'équation (ï) donne, par 
suite, relativement a l'une quelconque n, : des quatre con- 
stantes a, k, y, a, 

en remarquant que / est indépendant de w x , w f , «•„ el que 
le terme (a, itj) -|- {A, «,) est nul en vertu des équa- 

,;„„, (5). 
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Le premier lemmc du a° 28 étant applicable à <f, ar, h, 
qui De dépendent que de c, c", c", la formule ci-dessus 
donne immédiatement 

(C> ?) = <». 
(6) (/,-) = ». 

( (/,*) = ». 

De la quatrième équation (3) on tire 

. , lia da da 

dw, " dwj " dw, 

d'où, en supposant U; = a dans la formule (£), 

, , , an 1 , dt dr dt 

et comme l'équation (e) donne 



il vient 

(7) •)—■*•. 

31. Combinaisons qui renferment t>,. — En rempla- 
çant e par sa valeur tirée dt la troisième équation (4}> la 
dernière équation (3), résolue par rapporta c,, donne une 
expression de la forme 

{S) v, = V -f(a,A, r ), 

dans laquelle on devra considérer v comme une fonction 
de <f , en vertu du la relation 



obtenue en projetant r sur l'axe des s. 

Des deux équations précédentes on déduit, en remar- 
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quant quer' — x^-r- j'-t-s', . 



.in'çcosx' dt~~ \ F iïr ~ * ïïï ) 



Lemme. — Des combinaisons //uns lesquelles entrent c, 
c 1 , c" et c,. 

La formule (B), appliquée à l'équation (0), donne, eu 
ayant égard à la formule (t) et à celles des n°' 28 (lemme II) 
et 29, 

(-„r)=(— c)', 

{y^) = {^?) + ( V ^)~ 

On calculera les premiers termes des seconds membres de 
ces équations en appliquant la formule (A) à la dernière des 
équations (3), résolue par rapport à cos (v — V t ), dans la- 
quelle on devra considérer les arbitraires comme des con- 
stantes absolues, et l'on trouvera de cette manière 




Il est inutile de développer davantage ces formules pour 
l'usage que nous devons en faire. 

Cela posé, pour calculer (v u a), nous remarquerons que 
ce étant uniquement fonction de c", l'expression (f|,a) 
obtenue en considérant ces deux arbitraires comme des 
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constantes absolues est mille, on a donc, en ayant égard à 
la seconde équation (4) et aux formules ().), 

tnaîs dans celle impression, d'apr ès le n" 29, le coefficient 
de ~ n'est autre chose que 

sin f 

il vient donr, en tenant romple de la première des for- 
mules (x), 

( P „ «) = Kx + Sj) _ | l_ -cos? 

" rsinfCOSP c 1 Xsin^ >-sin' jrosi" 

ou, en remarquant que 

rosy rcos'a 

et que l'on a 

pour l'équation du plan de l'orbite elliptique, 

(8) (.„«) = o. . . 

Considérons maintenant l'une quelconque a, des deux 
arbitraires a et A, et appliquons la formule (B) à l'équa- 
tion (6), en observant que 

,.,«,)£=., 

d'après le n° 29. On o, en opérant comme au u° 30 et coa- 
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sidérant v comme une arbitraire fonction de y, 
ou en vertu des équations (>-.), 

Si l'on suppose d'abord a : — «, les Apiaiîom (k) et {x) 
donnent 

l/H 1 . lin: ,1a,. " r Ti' 



H nn ? ros » V* rf*. - r flW, + 3 rf«.J r si,, ? c ,„ , 
_ an| / i/r\ <h 

et comme (ç, a} = o, on a 

K ">=-"'U+;,,> 

ou, d'après la première équation (*), 
(9) (*.«)-'» 

Si nous supposons maintenant n, = /., en ayant égard au 
premier icinme du n°28 et aux valeurs (a, f. ) = o, (<j.A) = o 
obtenues plus haut, on trouve 
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De la relation 



d'où, en venu des équations (1) et (10), 

(,.) (-..,) = -=!• 

Il ne nous reste plus maintenant qu'à délerminer la râ- 
leur de (f, /). D'après l'équation (e), / est une fonction de 
f, a, h, et de la variable v, que l'on peut considérer elle- 
même comme une arbitraire, et l'on a par suite 

ou, d'après les équations (9) et (10), 

D'autre pan, l'équation (6) donne i° : 

en remarquant que 



(T. ') = 



dont la valeur est nulle (28, 1" lemme); 2° en ayant égard 
aux équations {r,}, 

, _ da dr da dr da dr 
{a, r j _ ~ — -+- — — + — — 
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il vient donc 

, . , dr du, 



i "' l) = ™ I T t drlà-T* = ' la, - a 
n remarquant que l'équation (e) donne 



Si pour — on substitue leurs valeurs tirées de la 
septième et de la huitième équation (3) mise sous la forme 

en y regardant e comme une fonction de a et A, on trouve 
(ia) (*„<)=o, 

32. Expressions des •variations des constantes arbi- 
traires. — Si dans l'équation (a) on substitue successivement 
i a, et ai les quantités a, l,k, f„ a, <f en ayant égard aux 
valeurs (5), (6), (7), (8), {9), (10), (n), (13) ci-dessus, 
on trouve 
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33. FormiJes qui expriment les variations des éléments 
elliptiques, — Soient {fig- a), sur une sphère d'un rayon 
égal à l'unité ayant pour centre celui S du soleil ; 

N, M' deux positions consécutives du nœud ascendant de 
l'orbite, 

P, P' les périhélies correspondants, 

I l'intersection des deu\ plans consécutifs de l'orbite, 

w la longitude du périhélie comptée n partir du point I. 

On a 

(p.) d« = IP'— ,IP = M'P'— KP + IR'— IN = A, + cos T rfa. 

Cette formule subsistera encore en prenant, au lieu du 
point 1, pour origine des angles u, un point quelconque de 
l'orbite assujetti à cette condition que deus positions consé- 
cutives de ci- point coïncident, en rabattant l'un sur l'autre, 
autour de leur commune intersection, les plans correspon- 

Maintenant, si l'on fixe l'origine du temps à tin instant 
quelconque après le passage au périhélie, correspondant à 
la longitude moyenne t, on a (12) 



et en remarquant (10) que n = a 

U) di = rf« 4- mil — - (' il. 



Cela posé, on peut substituer aux arbitraires k, c,, 
celles e, e, w, que l'on considère dans le mouvement 
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elliptique, et nous allons chercher ce que deviennent alors 
les formules (i3). En représentant provisoirement par 
j^jj. £^^]' es dérivées partielles, par rapport à a et o (*), 
qui se rapportent au second choix d'arbitraires, pour les 
distinguer de celles qui se rapportent au premier, on a 



da M dk dv, rfa d ? T 

el en y substituant les valeurs (fx), (v), (£), puis idenli- 
Cant les deux membres, on obtient 



— — 1—1 



*' rfR _ ? j' — ") 1,11 



<*R rfR rfR 



JR l"rfin /-*R <iR\ 

5ï = l^J + cos *\T. + ^) 



Si l'on remarque que n' s= a *, A' = (/o (i — e*), et que 
l'on supprime le signe [ ], devenu maintenant inutile, les 



(*) On «1 obligé do Uire celle diilinclion en raison Je ce que parmi It» 
grbitnini que l'on eoniene, a el a wnt lei scula qui entrent 
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équations (i3) deviennent 



C4). 



Nous verrons plus loin, après avoir donné le développe- 
ment de R en série, l'avantage que présentent sous celle 
forme les expressions des différentielles des éléments de 
l'orbite elliptique, pour obtenir les variations de ces clé- 

34. Variation dit mouvement moyen. — La constante 
arbitraire e se trotivan! toujours ajoutée à nt (12, é(j. a3'}. 



d'où 

—— dt= — — dt = - dR, 
ds <i{nt) il 

en représentant par la caractéristique d la différentielle 
relative au lemps, prise en ne faisant varier ( qu'autant 
qu'il est multiplié par n. Par suite de cette notation, les va- 
leurs de da «de de deviennent 
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Delà relation « = «"'et du l'expression ci-dessus de da 
on Lire 

(16) dn — — 3o«dR, . 

d'où l'on déduira la valeur qu'il faut substituer à n dans les 
formules du mouvement elliptique. 

Soit % = ni ■+- e la longitude moyenne que l'on a princi- 
palement en vue de déterminer en calculant n ; on a 
d ; = n dt + t dn (/ 1 . 

Or, en désignant par ^ a dérivée partielle de R, par 

rapport à a, obtenue sans 1 faire, varier n qui est fonction de 
cette arbitraire, on a 

dR_/dK\ rfarfR_/rfR\ 3nVdR _/rfR\ rffl 
<*a V rfa / <*< rf« /■ 2« ~\da an 1 " 

Portant cette valeur dans la seconde équation (i4) qui 
donne <ie, on verra que le terme fourni dans trln ■+- dt par 

la variation de a dans R se réduit à — la'/i (^J~~^ > absolu- 
ment comme si n était une constante absolue. Donc, pour 
calculer la longitude moyenne, il suffira d'employer la 
formule 

(ij) di='ndt->rdi, 

dans laquelle on substituera à dt savaleur obtenue en con- 
sidérant n comme une constante. 

En posant Ç = f ndt, et remplaçant n par l'intégrale de 
l'équation (iG), on trouve pour la variation 3£du mouve- 
ment moyen 

{■8> »ï = — 3 jjandiàK. 

33. Expressions de da et lorsque l'inclinaison de 
l'orbite sur le plan fixe est très-petite. — Les orbites des 
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planètes de notre système sont généralement peu inclinées 
sur le plan mobile de l'écliptique qui lui-même se dé- 
place avec une grande lenteur. 11 est donc permis de choi- 
sir un plan fixe qui, pour une longue période, fasse avec les 
plans de ces orbites des angles très-petits. Mais alors les 
dénominateurs des formules {(6), qui renferment sinç en 
facteur, sont eux-mêmes très-petits, ce qui est un inconvé- 
nient que l'on évite en substituant a f cl x deux autres 
arbitraires p et q données par 

p = tangçsina, q = tang? coss, 

d'où 

<•' 

Mais si l'on considère R comme une fonction de or et cf, ou 
de p et q, on a dans les deux cas la même valeur pour sa 
différentielle totale, ou 

dR , dR . dR , dR . 

- — ci x -+- —— a if = — - dp ■+■ ~—~ dq , 



et en substituant dans cette identité les valeurs ci-dessus de 
dp et dq et égalant les coefficients de da. et rfy dans les 
deux membres, on trouve 

dR __ dR dR dR _ sin g dR ^_ cota dR 

da ' dp ^ dij ' df ~ COS'ï dr cos'ç dq 

En portant ces valeurs dans les deux dernières équations 
(i4), puis les valeurs résultantes de da et dy dans les for- 
mules (;}, on aura dp et dq; et si l'on néglige les puis- 
sances de 9 supérieures à la première, on trouve 
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formules que l'on substituera aux deux dernières équations 
(14), et qui offrent l'avantage, comme nous le verrons plus 
loin, de réduire à la forme linéaire avec des coefficients 
constants les équations différentielles qui déterminent les 
inclinaisons et les longitudes d'un certain nombre d'or- 
bites, ce qui est très-avantageux au point de vue de l'inté- 
gration. 

La formule (fi) du n° 33 donne avec la même approxi- 
mation 

rfw = rfK, + i/a, 
et en prenant pour l'intégrale de cette équation 

U = ft -t- B , 

on choisit par cela même pour origine de l'angle o> la 
droite avec laquelle coïnciderait l'origine de a. si l'on 
rabattait autour de la ligne des nœuds le plan de l'orbite 
sur le plan fixe, ou encore, si l'on veut, la projection, lur 
le plan de l'orbite, de la droite formant l'origine de a. 

La secoude et la troisième des équations (i4) offrent 
l'inconvénient d'avoir en facteur, au dénominateur, la 
quantité généralement très-petite e; c'est pourquoi nous 
les remplacerons par les suivantes ; • 

db = an y/j — È> — c= ^ dt, 

de = — an y 7 1 — b' — c" ^ /II, 

dans lesquelles on suppose 

Pour calculer les variations éprouvées par les éléments 
elliptiques d'une planète, il ne nous reste plus qu'à déter- 
miner la forme de la fonction perturbatrice U: c'est ce qui 
va maintenant nous occuper. 
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§ III. — Développement en série trigoh oh étriqué me 

LA FOBCTIOH PERTURBATRICE. 

36. Letnme. — Digression sur le développement en sé- 
rie trigonométriqua de la fonction (a* — W cost? — 

ETV cr;_ | _ E _ pv /— 
On a, en se rappelant que cosij = i 

E étant la base du système de logarithmes népériens, 
( fl '-2 flflC os T +û")-"=U'-oEP* / ~)~'(.i'— aZ—f^T'- 

Si d ^>a, chacun des facteurs de ce produit sera dévelop- 
pablc en série convergente ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de son exponentielle ; et c'est ce que l'on peut 
supposer, puisque la fonction non développée est symé- 
trique en a et a', et que si a' était < a, il suffirait de per- 
muter entre elles ces deux lettres. 

En faisant le produit des deux séries et repassant des 
exponentielles aux cosinus des ares multiples, on trouve 

j = P,^-P,cos(f4-F,cosa T + ... = ^ P,cos/ T , 
série dans laquelle on a 

[-i[-fâV.-fâV,.(j)V...], 

<4-A[-^(5)V-(5)-} 
(-^(?)--fe)V"(S)V..], 

en posant, pour abréger, 
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Il suffit de calculer directement les coefficients P„ , P[ 
au rooven de ces formules, car les autres peuvent s'en 
déduire successivement. En effet, en divisant membre à 
membre la dérivée relative à ç de l'équation {a) par cette 
même équation, on trouve 

Jeco 1=0 

d'où l'on tire en développant, remplaçant les produits de 
lignes trigon omé triques par des sommes, et identifiant les 
termes semblables des deux membres, 



(0 *. = l - 



.iH"'+»")Pi-,-('- + *~aWP,- 
((-.)«* 



formule au moyen de laquelle on calculera chaque coeffi- 
cient au moyeu des deux précédents, et par suite tous les 
coefficients, de proche en proche, lorsque Ton connaîtra 
les deux premiers. 

Représentons par Q ce que devient P lorsque l'on change 
v en v -+- i , ou posons 

Au lieu de calculer directement les coefficients Q, on peut 
les déduire des coefficients P, si ces derniers sont connus, 
En effet, en multipliant l'égalité précédente par 

(a'— ?.aa' COSip-H- a"), 
et ayant égard à l'équation (a), on trouve 

2 PiC0Sf"y= (n 1 — 5<m'c0Sip-(-rt' : j2 QiCOï/f, 
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d'où, en développant et compavant les tonnes sembibles, 

P,. -- («• + -")Q ( - flfl'Qi-, - oa' Q i+1 . 

Mai» de l'équation (e) on tire, en y changeant P en Q, 
v en » + i et i en i ■+• i , 



par suite, 



'("'+- a" )Q ■■ — (r- + T)tfa'Q.- _ 1 

_ j»WQ^i — v[a' + a")Q, 
ans cette expression t en c + 1, 



Enfin l'élimination de Q,-_„ Q, +1 entre les trois der- 
nières équations ci-dessus donne pour la formule cher- 



En remplaçant dans cette expression P, +1 par sa valeur 
déduite de l'équation ( e) , elle prend la forme 

W Q< = — 

Nous aurons encore besoin, dans ce qui suit, des valeurs 
des dérivées successives des coefficients P par rapport à a, 
a'\ or ces dérivées se déduisent facilement de ces mômes 
coefficients, et c'est ce que nous allons maintenant faire 
voir. 

En différentiant l'équation (a) par rapport a a, on 



55 
trouve 

- a'co3 T )(û'— *aa'cm<i + a")~'.>+'> ^ ^ ^ cosr>, 

ou 

(o' — 2 ntiVoây -+• a")-' + (a' — a")(a' — aoa'c os s rt' 1 )-***' 1 

ou encore 

2 P,cos/ ? + (-'-«•») 2 ftoo*/ T =-î 2 S«"'>' 

i—o i—tl i—o 

«en identifiant les termes semblables, 

Enfin, si oc remplace Q ; par sa valeur (il) on trouve 

On obtiendra en diuerentiant celle équation par rap 7 



valeurs déduites de la même équation, et ainsi de suile 

£P; 

Pour calculer les dérivées par rapport à a' ou remar- 
quera que a, a entrent de la même manière dans P, qui 
est par suite une fonction homogène du degré — i de ces 
deux quantités, ce qui donne 

Cf) 
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d'où l'on déduira ^r> et par ia diflféïenliation, f 

«1 dada 

<rv 

da""" 

37. Développement de la fonction perturbatrice dans 
l'hypothèse d'orbites peu inclinées et d'une faible ex- 
centricité. — Considérons l'un des termes de la fonction 
perturbatrice R ou posons (22) ^ 

Soient 

t, x.' les projections de r, r' sur le plan xy\ 
0, a' les angles qu'elles forment avec l'axe des x. Il est 
visible que 



p' = vV— 'Au' cos(v'— i-J+i/'-h^' — ÏJ', f= ni»») / — v'sin/. 




Les valeurs de t, i', n, t>', j:, =' ne différent de celles qui 
résultent du mouvement elliptique ou qui seraient uni- 
quement dues à l'action du Soleil que par des quantités de 
l'ordre des masses m', m",..., puisque ces quantités se- 
raient nulles si l'on faisait abstraction de ces masses. Mais 
comme R est du premier ordre en m', et que l'on peut en 
général négliger les termes du second ordre par rapport 
aux masses perturbatrices, nous supposerons, dans ce qui 
suit, que t, b'j <j, /; z, s' se rapportent au mouvement 
elliptique. 

Comme nous l'avons fait remarquer au n" 33, on peu! 
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choisir le plan des xy de manière qu'il comprenne avec 
ceux de ces orbites des angles très-petits; on peut alors 
développer l'expression ci-dessus de R en série ordonnée 
it les puissances ascendantes des petites quantités z, s.', 
li donne 



_ zJ_ 3 ts'»cns (/ — ..) _ _ (s — c')' 

v" a i" j , ' ( ' ) "j*"" 

Soient maintenant a, a' les distances moyennes au Soleil 
des planètes m, m'; i, leurs longitudes de l'époque comptées 
à partir de l'axe des x, en supposant (35) que les plans des 
orbites se trouvent rabattus sur celui des xy; n, n' les vi- 
tesses angulaires moyennes des deux: planètes. 

Posons 

t = nt+t + x, „' = „', + + 
| (o : — aaa'cos T + a'') ' = ^ AfCMf'f, 

! ,' = <o 

I («' — aaa'cosT-r-o") ' = 2 Bicos(ç, 



Les quantités a, tr 1 , ^, j^, dépendant des excentricités et 
des inclinaisons des orbites, seront généralement de petites 
quantités, suivant les puissances ascendantes desquelles on 
pourra par conséquent développerR, et les coefficients A et B 
ne sont autre chose que ce que deviennent les coefficients P 
et Q du numéro précédent dans l'hypothèse v = --Qn 
trouve facilement en partant de là que le développement 
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de R a pour expression 

, ,_„ + 21 /_3 ( i' I +.. . 



' = 0 ( ÙC=^l 'p A< .., B ' 



En remplaçant dans les formules précédentes tr, y, z et a 1 , 
x', z' par leurs valeurs en séries de termes périodiques 
respectivement en nt, n't, déduites du mouvement ellip- 
tique la fonction R se trouvera développée en une suite de 
termes de la forme 

m'Jcos(i'«'f — lut 

où J et ;" sont des fonctions des éléments elliptiques de m, 
m indépeii dames du temps, et i', i' deux nombres entiers 
qui peuvent prendre toutes les valeurs possibles entre o 



38. Rous allons maintenant compléter ce calcul en né- 
gligeant lus termes d'un ordre supérieur au deuxième par 
rapport aux excentricités et aux inclinaisons. On a, dans 
cette hypothèse, en remarquant que r fait l'angle v — a avec 
la ligue des nœuds et que la projection de cet angle sur le 



Digitizod b/ Google 



Aleste. 79 
plan fiw esU — a, 

„ = ,— tang'^sina^-a), 

ou, en vertu des équations (ai') et (a3') du n° 12, 
*=«{.--««<* + .--..] 

ij[i-!!*I*in«4-«-«ï], 

u = 1 + 2c sin{n<+i — h) 

+ 1 e'sin a ( »/ 4- < - ») - tang' | sin a(»(+ « - »). 

En comparant ces valeurs avec celles qui sont fournies par 
les formules (a), on trouve 

I o-= — »eos'(itf • — *.) + ^-[i — cosa(nf + <—«)] 

-»«,.(«+.-.), 

(PI " 5 

| -«Nfî*'(«+.-'.>. 

Au lieu de <p et a ou peut introduire les variables du n° 35, 
/) := tangysina, rj = tangf cosi, 

d'où 

t»ng? = vV -t-î'f tanga = ^- 

L'équation du plan de l'orbite elliptique peut se mettre 
sous la forme (*) 

z = qy—px; 

{*) Soit on elTet F 11 perpendiculaire abaisse du pied de l'ordonnée i 
mr la ligne des noeudi ; on n 

^ ' — Pianj y, P =r »in a — * «a «, 

* = Uog tailla, r — * Un* p col n « f / - aur. 
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mais comme R ne renferme que des termes du second ordre 
en s et î ', on peut remplacer dans celle expression y el x 
par les parties de leurs valeurs indépendantes de l'excen- 
tricité et de l'inclinaison ou par 

i x = a cos(nt -f- i), y = nsin(ni + 1), 

(7) 

j -^sin^f-t-*) — p C os( n t+ 1). 

Il no reste plus maintenant qu'à substituer les valeurs ((5) 
et (7) et leurs analogues relatives à m', en ayant égard au 
mode d'approximation adopté, puis à remplacer les coeffi- 
cients A et B et ceux qui eu dérivent par leurs valeurs dé- 
duites du n°3(j. Nous nous bornerons à calculer le terme R„ 
de R indépendant du temps et qui nous sera surtout utile 
dans ce qui suit. 

On trouve d'abord sans difficulté 
K, / dA, 1 rf'AAc 1 / ,d\, 1 ,,d'A,\f" 

/ , dA, ,dA, W r/'A,W , , . 

+ i aA ' ~dT ~dd T ^Jt cqs( " - u) 

Désignons par (a, a'), {a, a')', (a, a'}",..., ce que devien- 
nent les coefficients P 0 , P,, P,,... du n° 3(i lorsque l'on y 
suppose v = Les formules (b) de ce numéro donnent 

1 3 5 1 1 S 5 j_ o' l 
4'6'8"5"4'6'«' 10'.!"'"]' 
Ces séries sont plus convergentes que celles que l'on ob- 
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lient directement au moyeu des mêmes formules (6) pour 
P, = A„, P, — A, dans l'hypothèse v = -, et exigent par 
conséquent la considération d'un moins grand nombre de 
termes pour arriver à la même approximation. Il y a donc 
avantage à exprimer A 0 et A, en fonction de ces sénés au 
moyen des formules (ei) et (c), en y supposant Q„ = A„ 
Q,= A,, P„= (a, a 1 ), P, = {a, a') 1 ; on obtiendra ensuite 
les valeurs de 15„ B, ou de Q 0 , Q, pour P B = A», P, = A, 
au moyen des mêmes formules. On trouve de cette ma- 
nière 

(.' + ^K«,.') + 3 W 'K.T 

„ _ N °') „ _ -3K a -) 
»—(„.._„.).' 1 

Les dérivées de ces coefficients qui entrent dans l'ex- 
pression de R„ se déterminent, comme on l'a dit au n" 36, 
par l' application des formules (/) et (g). A la suite de ces 
substitutions, on obtient 

r B, _ («■+<»*){.»,«') + 3 <■«>,«')' 

ou, en posant o=esinw, c = e cos M, (V = c' sin m', 
c' = e' cos to', comme au n° 35, 

JK. [.-H-.") ;.,.')-!- W(..«T 

11,1 - jJfe!ïi-.[ i '+ c ' +! ''' +t ''-(' , '-' , >'-(ï , -7)'] 



3|- a .'(«,^H-( a ' + ..")(a,.') j (1[J 
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Si l'on considère plusieurs planètes perturbatrices m', 
m m , . . . , la valeur totale de R 0 se composera de la va- 
leur précédente ajoutée :'i celles qui s'en déduisent en aug- 
mentant d'une unité, de deux, etc., l'accentuation des let- 
tres a', b', c*. 

3i>. Des inégalités séculaires et périodiques. — Si l'on 
conçoit que dans les formules (i<(), (i5), (16), (19), (aq) 
du n° 33 on substitue À R son développement du n D 37 en 
série de cosinus d'arcs augmentant proportionnellement au 
temps, on voit tout de suite que R„ donnera par l'intégra- 
tion, dans les variations des éléments elliptiques, des termes 
indépendants de la position des planètes, croissant avec le 
temps, et qui constituent ce que l'on nomme les inégalités 
séculaires, parce qu'elles croissent avec une extrême len- 
teur. Ces inégalités sont fournies par les équations 

i/B„ 
y.a'n-— — ill, 
lia 

* 



et l'on voit, de celte manière, que le grand axe de V orbite 

Les inégalités provenant des autres termes du dévelop- 
pement de R sont périodiques comme ces mêmes tenues, 
et ont reçu pour ce motif le nom cl' inégalités périodiques. 

Nous allons maintenant étudier les propriétés générales 
.àes équations (3) ou de celles qui en dérivent. 



(3), 



db = an\j, - b' — 

rie = — an\ji—b- 
dp = 
dq = 



dt, 

-le 



idt rfR. , 

rf. 

— r 1 d P 
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§ IV. — DBS INÉOALITÉS SÉCULAIRES. 



40. — Posons 



(a' M- a")-+- 3 un' (o, a') 



la lettre Z désignant la somme de toutes les expressions 
semblables à celle qu'elle précède, obtenues en combinant 
entre elles, deux à deux, les masses m, ni, m', . . . , et les 
quantités qui s'y rapportent. On reconnaîtra sans difficulté 
que les dérivées partielle» de R 0 qui entrent dans les équa- 
tions (3) sont égales à celle de la fonction divisée par 
la niasse de la planète troublée. Si l'on observe que, dans 

notre système planétaire, les vitesses angulaires il — a "... 
sont toutes de même sens ou de même signe, et si on né- 
glige les termes des ordres supérieurs au premier par rap- 
port aux excentricités et aux inclinaisons, sauf dans l'ex- 
pression de de (pour un motif que nous ferons connaili'e 
ultérieurement), les équations (3) donnent, en ayant égard 
à la quatrième équation (i4) du n° 33, 





6. 
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■il . Théorèmes généraux relatifs aux inégalités sécu- 
laires. — i° La fonction 0 conserve une -valeur con- 
stante. — En effet, on lire des équations précédentes 



3 ,Jf + Si *=0. ^,// +3 -; i ,'=„, 

et, comme $> est une fonction de a, b, c, p, q,a l ,V,c', . . . , 
indépendante de (, et que les grands axes n'éprouvent pas 
d'inégalités séculaires, on a d$> = o, ou 4 1 = constante. 

Il est facile de s' assurer, que cette proposition a lieu 
rigoureusement ou indépendamment du degré auquel ou 
pousse l'approximation; car, en substituant les valeurs 
de da, ,lb, de, dp, dq, da',. . ., déduites des formules (3) 
du n° 39, dans la di fie rcnli elle 

di> , rf* „ tlf , rftf , rit . d* , , 
dil = - da + lé M + -£dc + — dp + — rfy + -da'. . ., 

on trouve qu'elle est identiquement nulle. 

i" La somme des produits des masses des planètes par 
les racines carrées des demi grands axes et les carrés des 
excentricités est constante. — Les équations (t) donnent, 
eu effet, la suivante : 

m V ! a { bdb + crfc ) -H m' \[â~' { V db' + Sdc 1 ) + . . . 
,rf* d* ,,d*> 
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dont le second membre est nul, puisque <!> est symétrique 
eu b et c, b' cl c',. . . ; mais on a 

b' + c' = c', b" ■+■ c" = c'\ . - . ; 
il vient donc, en intégrant, 

(i) ^ ~ constante. 

Si donc cette somme est très-petite à une époque déter- 
minée, elle restera toujours très-petite dans la suite des siè- 
cles, et, par suite, les excentricités des orbites planétaires 
ne pourront pas croître indéfiniment. 

3° La somme des produits des masses par les racines 
carrées des demi grands axes et les carrés des tangentes 
des inclinaisons est constante. — On trouve, de la même 
manière que ci-dessus, 

2 m { P dp + qd q ) « 2 (*a™ ff * = °- 



(3) 2 mifâ {p> + ?') = 2 '"^ t! > n B'ï =cOQstantc, 

équation qui conduit, relativement aux inclinaisons, aux 
mêmes conséquences que celles que nous avons déduites de 
l'équation (a) pour les excentricités. 
4" Des équations (i) ou tire 

or il est facile de s'assurer que le second membre de cette 
équation est nul ; il vient donc, par suite, 

^ "> V 7 " P = conslante, 
et l'on trouve de la miîme manière 

2 nt^â.q ~ constante. 
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5" Relation! entre les -vitesses angulaires des périhélies 
et des nœuds des orbites. — Des équations (i) on déduit 
facilement 

2 e- I rdh — bdf qdp — pdr/\ 
'"•/•{ — — + — — ) 

_ / d* </* rf* J*\ 

=2, \ b Hû + 'ji +p if +i^y 

La fonction °> étant homogène et du second ordre, relati- 
vement à b, c, p, q, b\ c 1 ,..., le second membre de cette 
équation est égal à 2^>, qui conserve une valeur coustame, 
ainsi que nous l'avons vu plus haut. D'autre part, on a. 
it'après les valeurs de b, c, />, 

cdb — bdc = e}d*., qdp — pdq ~ taa^'^da; 

par suite, 

Mais comme les variations séculaires des excentricités et 
des inclinaisons, en ne conservant que les termes du pre- 
mier ordre par rapport à ces quanti lés, sont données par des 
formules complètement indépendantes entre elles, on peut 
considérer les cxceuiriciiés et les inclinaisons comme indé- 
pendantes, et l'équation (5) se décompose dans les deux 
suivantes: 

1 ^ "' \^'- c ' ~J~ ~ constante, 
(6) d 

qui montrent que les vitesses angulaires des périhélies 
— et celles des nœuds des orbites ne pourront 

croître indéfiniment lorsqu'elles seront toutes de même 
signe. 
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6 U Relations entre les variations des longitudes tfe 
l'époque, — On a, d'après la première des formules (i), 

or, * élam une fonction homogène du degré — i en a, d, 
a", on a 

2 " rfô" = ~ ** 

mu est une constante; d'autre part, eu négligeant les puis- 
sances de l' excentricité supérieures à la seconde, cl ajaut 
égard à la première des équalions (G), on a 

et l'on voit pourquoi nous avons dû conserver le carré de e 
dans de; car autrement celte formule ne serait pas exacte 
aux termes du troisième ordre près, approximation avec 
laquelle nous avons établi les précédentes. 

Si, dans l'équation que nous venons d'écrire, on ne con- 
sidère que les termes dc^, ^■•■■' < I U ' dépendcntdu temps, 

ou ceux de e, s?, qui ne contiennent le temps qu'à des puis- 
sances supérieures à la première, on peut faire abstraction 
de la constante du second membre, et l'on obtient, en inté- 
grant, 

(8) 5 m v'"-' — constante. 

■12. Lus formules (a), (3), {4} peuvent se déduire direc- 
tement et avec la plus grande facilité du principe des aires. 
En elïet, en négligeant les masses des planètes vis-à-vis de 
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celle du Soleil, ou continuant à supposer ft = i, l'équa- 
tion (4) du n° 2-4, appliquée aux trois plans coordonnés, 
donne 

En égalant deux expressions de l'aire élémentaire dé- 
crite dans le mouvement elliptique, en projection sur le 
plan fixe xy, on a 

ydx — xdy = vW.-^cos ï *> 
relation qui s'applique aussi au mouvement troublé, en 
considérant a, e, <y comme variables, en venu des inégali- 
tés séculaires. La première des équations (A) donne, par 
suite, en négligeant les termes du second ordre par rapport 
aux masses, 

(B) 2>V«(i-<^)™*î=C, 

d'où, en ne conservant que les termes du second ordre rela- 
tivement aux excentricités- et aux inclinaisons, 

2 m (e 1 4- taog' T ) = constante, 

el cette équation se décompose dans les équations (a) et (3), 
en ayant égard à l'observation faite à l'occasion du théo- 
rème 5 du numéro précédent. 

Les deux autres équations (A) donnent de la même ma- 
nière 

2 y'" ( 1 — e 'l sin? cosb= C, 
y, m <Jti{i — c'Jsinf casa — C"; 
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Kl l'on retombe sur les formules (4) en négligeant les car- 
rés des inclinaisons et des excentricités et en se reportant 
aux valeurs p et q du a" 35. 

On reconnaîtra facilement que le plan invariable ou du 
maximum des aires est déterminé par les formules 




taiigfisinn = — — - 



S étant son inclinaison sur le plat 
son nœud comptée à partir de IV 

43. Propriétés des inégalités st 
tïculier de deux planète 
Supposons que deux plam 
très corps du système solaire poui 
sur elles aucune influence sensible, ce qui a lieu à très-peu 
près pour Jupiter et Saturne. 

Si l'on ne considère que les inclinaisons, on pourra, 
comme nous l'avons fait remarquer au n° 41 (théor. 5), 
faire abstraction des excentricités; et comme a, a' sont 
constants, la condition <i> = constante se réduit à 
constante — [p — {<] — q') 1 

— tanfiV tant;'? — %pp — %qtf. 

Soit à une époque déterminée y l'inclinaison de l'orbite 
de m' sur l'orbite de m, choisi pour plan fixe, et prenons 
pour origine de l'angle et l'intersection de ces deux plans. 
A un instant quelconque, on aura 

tJ indiquai]! des tenues de l'ordre des 
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masses m, m', et dont nous négligerons les puissances supé- 
rieures à la première. L'équation ci-dessus devient 

ou, en supposant y assez petit pour que l'on puisse en négli- 
ger le carré, 

'f* — = — ?) — °> 
ce qui exprime, en raison du mode d'approximation adopté, 
que l'inclinaison mutuelle y des deux orbites reste con- 
stante. * 
La cinquième des formules (14} du n° 33 donne avec la 
même approximation 

_ 3W(*X) 

et l'on voit ainsi que le mouvement angulaire des noeuds 
de V orbite de ni sur le plan de l'orbite du m est uniforme. 

Supposons maintenant que l'on prenne pour plan Gxe un 
plan inicrmédiaire cuire ceux des deux orbites, et passant 
par leur intersection à une époque déterminée. On a 



* m ^à"('l~l<)sin t <'v 
dtt' _ I d'i 

or, en remplaçant dans <1* les quantités p, q % p' , q' par leurs 
valeurs tirées du n" 35, on trouve, aux termes du second 
ordre près ensclf 1 , 

Ht du 
d<f dç 

ce qui montre déjà que les rotations ~~ des nœuds des 
deux orbites sur le plan file sont de sens contraire. 
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Maintenant, sï on choisit pour plan fine celui du maxi- 
mum des aires, on aura 

(C) mi] a (i — 7) SlDif = m' <Ja' (i — e") sûl,', . 

d'où 

tff ~ rf( * 

et, par suite, l'intersection di's deux orbites restera toujours 
dans ce plan. 

L'équation (C) et l'équation (B) du numéro précédent 
font voir que, aux quantités près du second ordre, les incli- 
naisons des deux orbites sur le plan du maximum des aires 
restent constantes. 

•ti. De la stabilité du système solaire. — i u Les grands 
axes des orbites n éprouvent pas de variations séculaires 
du second ordre par rapport aux masses. 

Nous avons déjà vu que 1rs grands axes ne sont pas sou- 
mis à des inégalités non périodiques, en ne tenant compte 
que de la première puissance des masses m, m',.... Sans être 
censé connaître cette propriété, nous allons la démontrer 
en ayant égard à la fois aus termes du premier ordre cl du 
second ordre, par rapport à ces masses. 

Supposons que R représente l'ensemble des termes du 
premier ordre de la fonction perturbatrice que nous dési- 
gnerons parR,, et ioil àR l'ensemble des termes du second 
ordre, nous aurons 

R, = R-(- SK. 

Pour plus de simplicité nous ne considérerons que deux 
planètes, le raisonnement relatif à ce cas pouvant égale- 
ment s'étendre à un nombre quelconque de planètes per- 
turbatrices. 

On peut supposer que dans R les coordonnées de m 
sont exprimées en fonction de a, e, t, u, /), q et ^substitué 
à t et que celles de m' dépendent des mêmes éléments rela- 
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[ifs a telle planète, et alors tJR ne sera autre chose que 
l'accroissement que prendra R lorsque l'on fera subir à ces 
quatorze quantités des variations du premier ordre par 
rapport aux masses ru, m',. . ., et que nous désignerons 
également par la caractéristique 3. 

La première des équations (i5) du n° 34 donne, en né- 
gligeant les termes du quatrième ordre, 



aÇ(a + 3a)'dR,=^a' fdR, ■+- 4 J*adR 
aa' JdR4-2«> J"d^R + 8c' JdaJdB. 



m'Jcos((Vr — Im+J) 
l'un des termes de la série dans laquelle nous avons vu (37) 
que la fonction R peut se réduire. Si nous considérons oa 
comme représentant la variation du demi grand axe cor- 
respondant a ce terme, il suffira de supposer dans la for- 
mule précédente 

R = m' J cos (tn't — ial+J), 

d'où l'on tïre, 

d R = « dt=m?l in sin | i'n'l - IM +/) tlt, 

et 

JdR = — ~~ cos(iW/ — f« + /), 

J*.] R Jd R = ^21^L. sin a ( lV( - ,-„,+_,). 

Ces deux intégrales ne renfermeront pas de termes propor- 
tionnels au temps, si i!n' — in est différent de zéro, ou si, 
comme cela a lieu dans noire système planétaire, les mou- 
vements moyens de m, m' sont incommensurables. Le pre- 
mier et le troisième terme de 3a ne constituent donc que 
des inégalités périodiques. Mais si le rapport de n à ri', sans 
cire incommensurable, diffère très-peu de '-i rV — in deve- 
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naut très-petit, ces deux inégalités seront considérables, 
varieront avec une grande lenteur, et seront de la nature 
(le celles que nous avons nommées inégalités séculaires. 
Les irrégularités considérables que présentent les mouve- 
ments de Saturne et de Jupiter, et qui pendant longtemps 
sont restées inexpliquées, sont dues à cette cause ou à ce que 
cinq fois le moyen mouvement de la première de ces pla- 
nètes étant sensiblement égal à deux fois celui de la seconde, 

la quantité 5»' — an est inférieure r'i 

En laissant de coté ces inégalités périodiques, la valeur 
de 5a se réduit à 

3a — ia> fd.BR, 



En ne tenant compte d'abord dans l'expression dodu que 
du premier terme de cette valeur, on a, eu égard à l'équa- 
tion (18) du n° 34, 



et IV 



l'on a, en remarquant (34J que dÇ = ndt, 



SR 





quantité qui n'est composée que de termes périodiques, 
car en y substi tuant à la place de R le terme 

«✓JCOStiVt— iM+J), 



on trouve pour résultat 



Considérons maintenant la somme des cinq .mires termes 
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de R qui renferment les variations des mouvements ellipti- 
ques de m, abstraction faite des antres termes ; on obtient, 
en remplaçant Jes variations par leurs valeurs déduites de 
l'intégration des équations (i4) et (19} des n°' 33 et 34, 

«--•(î/î'-î/ï") 

en se rappelant (3-i) que la dérivée — doit elre prise sans 
faire varier n. 

Cette expression se trouve ainsi composée de quatre 
termes de la forme (xJyA — yJ Idfj, X et Y étant 
une suite de termes de la forme /n'Jcos [i'n't — int -+-;) ; 
mais si 

renferme des termes non périodiques, ils ne peuvent résul- 
ter que de l 1 association de termes de X et Y tels que 

mrS<m[en't-int+J), ra'J' eos(fV(— tnt+f) 

ayant le même argument i'ri — in. Or, en substituant res- 
pectivement ces deux termes à la place de X et Y dans celte 
expression, et effectuant l'intégration, on obtient un résul- 
tat identiquement nul. Ainsi donc le grand axe de l'orbite 
n'éprouve pas de variations séculaires provenant des inéga- 
lités mêmes des éléments de celte orbite. 

Il nous reste maintenant à voir ce que donnent dans âR 
ou 'îa les variations des éléments elliptiques de m'. Si l'on 
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élimine l'action mutuelle de m. tri entre la fonction R, et 
la fonction perturbatrice IV, de m', exprimées toutes deux 
en fonction des coordonnées des planètes (21), on trouve 

R ' ~ + '"' i* - * 1 + JX ' + 1 y>~ ^i) ; 

On démontrera, en suivant la marche adoptée plus haUl 
relativement aux termes de SK dépendant des éléments 
elliptiques de m, que la portion — 3R' de cette variation 
due aui inégalités du mouvement elliptique de m' ne donne 
que des termes périodiques dans Sa ; de sorte que l'on est 
ramené à supposer 

R, = (xx- +jy- + u') [l - ^ ■ 
Or les équations (3) du n n 21 donnent 



"M Hx ' 



r> M dt> M r' 1 M rfj' 

et l'on aura des équations pareilles pour les deux autres 
coordonnées de m, m'. Si l'on fait la somme des équations 
en x, y, s ainsi obtenues, multipliées respectivement par 
^,y', ~ et que l'on en retranche la somme des équations 
en x , ,j', z' multipliées par x,y, z, on trouve 



f xd'x — x'dx + ytfy' — r'<tr + zilz' — z'H z)\ 
~ M Ht \ Ht I 



+ F, 



m' /^rfR, HR\ ,rfR, dR\ , ,/It, dtL\ 
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Si l'on fail d'abord abstraction de F, on a 



/„*,= 



et cette intégrale, par suite son terme du second ordre 
y<13R,, ne peut renfermer que des termes périodiques, 
de sorte qu'aucun de ces termes ne pourra acquérir une 
valeur sensible au bout d'un temps plus ou moins long. 

Nous n'avons donc plus qu'à supposer R, —Y ou 5R =F, 
puisque F est du 5 ne on J ordre par rapport aux masses; 
mais on peut remplacer dans celte fonction les coordonnées 
des planètes par leurs valeurs qui résultent du mouvement 
elliptique, et les équations de ce mouvement donnent 

jj' + rj-' + M' t/d'x -+■ r 'rf'j-+ zV'a 
r- - [H + m)dP 



r" (M +m)dt* 

équations dont les seconds membres ne peuvent renfermer 
de termes non périodiques, puisque, les coordonnées de m 
et de m' ne dépendant respectivement que des angles nt, n't, 
il est impossible que les moyens mouvements disparaissent 

dans les produits tels que x'-£f> Nous sommps 

donc ramené à poser 

tR=Y=j^\x 1 -^ ~dp ~tty ~df lit ~dzTj 

La dérivée ^~ étant supposée développée en une suite de 

sinus et cosinus d'arcs multiples de n't, lit, et x 1 ne ren- 
fermant que des termes périodiques dépendant de n't, pour 

obtenir dans le produit jt 1 des termes non périodiques, 
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il ne faut considérer dans -j- que des termes indépendants 

de nt. Mais alors les résultais obtenus disparaissent par la 
différent! a lion d; il n'y a donc pas lieu de tenir compte 

de x" ^> ni, parle même motif, dey' ^> z' Un rai- 
sonnement analogue fera voir que les trois autres termes de 
ÔR ne donneront également dans Sa que des termes pério- 
diques, et le principe énoncé se trouve enfin démontré. 

Avant de terminer, nous remarquerons que les moyens 
mouvements des planètes ne sont pas non plus soumis à 
des inégalités séculaires du premier et du second ordre, 
par rapport aux masses des planètes; c'est ce qui résulte 
de la formule 

a" En ayant égard aux termes du second ordre par 
rapport aux niasses, les excentricités et les inclinaisons 
mutuelles des orbites planétaires resteront toujours très- 
petites, quelque loin que Von pousse les approximations 
relatives à ces quantités. 

Si nous nous reportons au n° 42, nous aurons 

or, en négligeant les termes du quatrième ordre par rapport 
aux masses, ainsi que les inégalités périodiques, le second 
membre de cette équation est constant; car, par exemple, les 
coordonnées y et x J , estimées dans le mouvement elliptique, 

ne dépendant respectivement que de ni, rit, le produit^ ~ 
ne peut pas renfermer de termes où les moyens mw»e- 
ments se détruisent. Il vient donc 

^ m Va(i — e')cos? = constante; 

1 
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les deux dernières équations (A) du n" 12 donnent de it 
^ m v''f(i-r') sin t coa« = 

Si, pour simplifier, nous ne considérons d'abord que 
deux planètes, ni, ni' dont les orbites Tassent entre elles 
l'angle 7, on a 

cos7 = eos? cosf' + sm^sinf'cosfa — a'), 
et en ajoutant membre à membre les carrés des trois équa- 
tions ci -dessus, 

[ -f- imm' \[an'(i — e') (l — ir'>)r0S7 — constante; . 




CO57 = I — — C[|3? ' »'=""'! 

par suite, en faisant passer toutes les constantes de l'équa- 
tion (D) dans le second membre, 

I m'ae 1 -t- m'>ac'> ■+■ r.mm' a' a" nn' 

La constante, qui est du quatrième ordre > n e, e*. y, m, ni, 
cil très-petite, d'après lot valeurs mêmes de ces éléments 
qui résultent des observations anuellrsj et comme les vi- 
tesses angulaires n, n' «oui de même sens nu de même 
signe, lous les termes du premier membre de l'équation 
sont positifs: d'où il suit que les quantités e, e 1 , y resteront 
toujours de petites quantités comme elles le sont maintenant. 
On arriverait au uièinr résultat en considérant un nombre 
quelconque de planètes/», m, m",..., puisque ebacune 
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d'elles ne fait qu'ajouter au premier membre Je l'équa- 
tion (E) des termes semblables à ceux qui le composent. 
Ainsi donc, la stabilité du système planétaire est assurée 
par rapport aux grands axes, aux excentricités et aux incli- 
naisons des orbites, en ayant égard aux termes du second 
ordre par rapport aux masses perturbatrices. 

Ad. Calcul tles inégalités séculaires des excentricités 
et ries longitudes lies périhélies. — Dans ce qui suit nous 
ne tiendrons compte que des termes du premier ordre par 
rapport aux masses perturbatrices, aux excentricités et aux 
inclinaisons. Si I'od adopte les notations symboliques 



[«',<>'} = 



et si l'on substitue dans les troisième et quatrième équa- 
tions du n° 39 la valeur de R 0 , déduite du n° 38, on trouve 

| =—\\.,,n+i' , ,'-"]+-\t'+ \", <■■] />■+■■ 

et, de même, 

J^=|K«]+K.<]+...U- [£77| «-[£7g]^-..., 

[ 5 = - |k, .]+k «-î +-i Eïï] *■+•• 

Ces équations sont linéaires, et c'est là l'avantage de la 
transformation au moyen de laquelle nous y sommes ar- 
rivés et qui est due à Lagrange. On y satisfera en posant 
A = Asin {ht 4- / ), c = Acos(/i( -+- *), 
b' — Aa' ain ( kl + i ), c' — Aa' cos [ht + i), 
' A"=A«'sin(A(H-i), e"=A«*M»(At-t-*),..., 
h, A, A, a*, «",. . ., étant des constantes, et l'on trouve, en 
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substituant ces valeurs, 

A =jt«, «'n-h ."]+.. ■i-EZi-EZl'''- 

Le nombre île ces équations est égal à celui n des planètes 
ou des constantes A, et', a", . . . , dont elles détermineront 
les valeurs. L'équation finale en A sera du n"" r degré et 
donnera, par conséquent, n racines /i,, A,,..., à cha- 
cune desquelles correspondront les systèmes de valeurs 
(«, , n',, a". ...),■ (a,, «',, <*",..■) de a, a', «",.,., mais 
A reste indéterminé ainsi que A. 

Les an équations différentielles (g) seront donc vérifiées 
par 

bssA,mt[6,l-+- f,) 4- A,sin(A,f -f- -f- . . . , 
e = À,cos(A,f-M0 ,-f- A,cos(V + *,) -t-- . .. 
6'=A,< sin(A,( -+-*,) + A,a', sin (A,r -f- *,) + . . ., 
✓ = A,«', ros(A,r -+- A,) + A,«',co»(A,f+ *,) -J-- . -. 



et ces expressions en sont les intégrales générales, puis- 
qu'elles renferment 2 n constantes arbitraires A, , A, .... , 
A,, A,,. . ., qui ne pourront se déterminer que par l'obser- 

Les valeurs de b et c étant supposées connues, on en dé- 
duit celle de e de la formule 

e ï =i 1 -f-c'=A;+A; + ... + aA,A,Cûs[(A,— h,)t + H,— 
et l'on «ira *<(A, + A.+.. .)' 

si les cosinus qui entrent dans le second membre de e* sont 
tous réels ; en d'autres termes, les excentricités des orbites 
pourront, à la longue, éprouver des altérations appréciables, 
mais qui néanmoins resteront toujours de très-petites quan- 
tités, si les racines A,, A,,. .., sont toutes réelles et iné- 
gales, et c'est ce qui a lieu. F.n effet, si nous supposons que 
quelques-unes d'entre elles soient imaginaires, b renfer- 
mera un nombre fini de termes de la forme B.E* 1 , E étant 
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la hase du système de logarithmes népériens, B et ■/ des 
constantes réelles ; soient CE'', B'E'', CE''',. -m les termes 
correspondants dec, A', c',. ■ ■ i les coefficients C, B', C',..., 
étant aussi des quantités réelles; c 1 , e",. . ., contiendront 
respectivement les termes E 1; ''(B 1 +C , ),E' ), '(B"+C"),...i 
le premier membre de l'équation (a) du n° il renfer- 
mera par suite le terme 

E 1 ? ' [m <fr (B" + C") -+- m' y^(B" + C") + . . .], 
qui ne se réduira avec aucun autre, si y est le plus grand 
des exposants de E; par conséquent, pour que te premier 
membre de cette équation soit égal à une constante, il faut 
que 

m ( B' + C ) ■+- m' <J7 [ B" + C-) ■+- . . . = o, 
ce qui exige que 

l'équation en h n'a donc point de racines imaginaires. 

Si cette équation avait des racines égales, b contiendrait 
un nombre fini de termes de la forme B(', et si Ct y , BV 

CV sont les termes correspondants de c, b', c', . . . , 

le premier membre de l'équation ( 2 ) du n" il renfermerait 
le terme 

( 3 -/[ m ^( B ' + C']+ m 'v^(B" + C'-) + ...], 
et l'on prouverait, comme plus haut, que B = o, C = o,.... 
L'équation en k ne peut doue avoir que des racines réelles 
et inégales. 

Pour calculer la longitude du périhélie, on a 

h \, sin (A,»-r- *,) -»-A,5in[/ i! r-<- *,)-!-.. . 

m "°«-;= < ,c,!/.„ + M+A,co S ;/„^',)+... 

tangt»-/*,/-*,) 
_ A,sii.[(A,- A,)( + X,— a . j + A.sin [(A, — k ,)_ t±l s — *.] + — 

À.cosKA,— /,,) f +A, — X.J + A^-osllA, — *,)(+*,_*,]+.. .' 
Si, en ne considérant que les valeurs absolues, on a 
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Ai > A, -1- A, -H . . . , le dénominateur de l'expression pré- 
cédente ne pouvant devenir nul, les oscillations de l'angle 
w — À,t — k, ne pourront dépasser les limites 90 et — gode- 
grés, et fi, £ -t- A, représentera le mouvement moyen du pé- 
rihélie. Mais de ce cas particulier on ne peut rien conclure 
de général, et les périhélies pourront se déplacer d'un mou- 
vement varié mais très-lent (-11), sans que l'on puisse assi- 
gner des limites à leurs déplacements séculaires. 

Dans les applications on opère d'une autre manière 
pour calculer les inégalités de e et de 'ù\ on emploie à cet 
effet les troisième et quatrième équations (14) du n° 33 
dans lesquelles on substitue à la place de R l'eipression [1') 
de R 0 donnée au n° 38; on trouve ainsi 

\é, a | ««n( w - M 'j + pT^ <»m(»"-»')-K--, 

!>,«']+[<«, «"] + ■■ — pT^l^c-t»- »<) 

K, a] -+- K, a'} + , . \7^] î cos { U - »'). 

— I"'. "'1 7 1»*— «')- ■ ■ ■ 

On pourra, avec une approximation suffisante pour plu- 
sieurs siècles avant et après l'époque choisie pour origine 
du temps, intégrer ces équations en donnant dans les se- 
conds membres à e, (0, ta',.. ., les valeurs qui se 
rapportent ;'i celte époque. 

Si l'on veut obtenir des valeurs plus exactes, il suffira de 
remarquer que t et tu deviennent, au bout du temps t, 
•le t' <Pe do> d>» 
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et comme les équations (10) donnent, par ladifTérentiation, 

, , , dît d'e d~-m ,Pv , , 

les valeurs de on pourra étendre, 

aussi loin que l'on voudra, ]es deux séries précède nies. 
Mais il suffit, dans la comparaison des observations les plus 
anciennes que nous possédons, de s'arrêter au troisième 
ternie de ces séries. 

<Hî. Calcul des inégalités séculaires des inclinaisons et 
des longitudes des nœuds. — Si l'on opère comme au 
numéro précédent, on obtient, selon que l'on emploie les 
équations du n° 39 ou celles du n D 33, 

~=- [[», «] + a"].. . f'W -+-[«. a"]q- + . ... 

JH[«. «']+[«.«"]+.•■}/'-[«, «>'-[«.«"]/'"— ■■■ 

avec les relations 

tan BT = vV'-+-7'> '""S 1 =y> 

!~ = {", «']lang T 'sio( [( - (I ')-4-Kfl*Jlang ¥ "sin( ï — 
*=_| [ . 1 ^ t t.> 1+ ...| +[ ;,V]M£ + .„^_ fl+ .., 

Les équations (g') s'intégreront comme les équations (10) 
et conduiront respectivement pour tf cl a aux conséquences 
auxquelles nous sommes arrivé pour e et w. 

Les équations (10'}, traitées comme les équations (10), 
permettront de calculer par approximation les valeurs de o> 
et a. 

Pour rendre immédiatement applicables aux usages astro- 
nomiques les formules qui donnent les inclinaisons et les 
longitudes des noeuds, il faut leur faire subir une modifi- 
cation, en raison de ce que les astronomes ont coutume de 
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substituer le plan mobile de l'écliptique au plan fixe auquel 
nous avons rapporté jusqu'ici les orbites planétaires. Sup- 
posons donc que m représente la Terre, et soient z', x',y' 
les coordonnées de m' par rapport à un plan fixe supposé 
peu incliné sur les orbites du système planétaire, et z l'or- 
donnée du point de l'écliptique correspondant aujt abscisses 
x-, /. On a (38) 

s' = q y — p'x', E — qy' ' px- 

et, pour la Hauteur z\ de m' au-dessus de l'écliptique, 
< = * = (?' — 7) r' -(/•'- P)* 

en négligeant les termes du troisième ordre par rapport 
aux inclinaisons; mais si a»',, z', désignent l'inclinaison et 
la longitude des nœuds de m' sur l'écliptique, on a aussi 
ï', — j-'taugip', cosh', — .r'tangî', sïna',, 

d'où 

tangç'.cosa', = 7' — 7, tangfi, sina', =p' — p, 

et 

^et\ = \fi.p '— /»)'-+-(?'— ?)'. tan 6«' =^r^» 

formules au moyen desquelles on calculera ç', et a', , dès que 
l'on aura obtenu p, p 1 , q, q 1 . 

Si nous prenons maintenant pour le plan fixe celui de 
l'écliptique à une époque déterminée, on a 
p = o, ?'=o; 

par suite, 

tango, = — = tangà', 
1 

et 

df\ = itf—4p) sin «' +(</?'— </?)«>■.', 

^ , (<y — <jg)«H«' — -(fiç' — 1/7] aina'_ 

en substituant à dp, dq, dp', d(f leurs valeurs fournies 
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par l'équation (10'), on trouve 

^=|K.""]-I«.»']|»°Bt* .»(■'-■') 

+ iK."']-[».«-j|t.ng,-.inK-.-| + ..., 

ii= - {{.', «J + K.«") +..■!-[«, <■'] 

+ |K.-]-[.,.-])^£.»K—,-r-.... 

On aura pour les masses m", nt"',.>-,des formules ana- 
logues, exactes, comme nous l'avons fait observer plus haut, 
aux termes du troisième ordre près par rapport aux incli- 



47. Calcul des inégalités séculaires de la longitude de 
V époque. — Pour calculer ces inégalités, nous reprendrons 
la seconde équation du n° 33, dans laquelle nous rempla- 
cerons R 0 par sa valeur (2'} du n° 38. Si l'on adopte les 
notations symboliques 

[9fl'("i"') + 3"">. "')'] 



Ë3 = 
SZ>,= 

£3.= 



(«"-«'F 

m'an[lîn>a"{a, a') — 3(3a'a' — aa"] [a, a')' 

», 4 («"-«')' 

m'aa[3(a'— 5a")aa'(a, a') -t-3(a' + 6a'a''- 5a")(a, a'}'] 

4 {a" -a')' 
a,aa[6.-a"(a,a')-3.'a' (a, „')•] 
4(.'._a.). 



et si l'on néglige les puissances de e = <Jb*+i? supérieures 
à la seconde, on trouve 



(■■) 



+ £3,[(p'-/>)'+(,'— 
e considérant pour simplifier que deux planètes, tout 
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ce que nous dirons dans cette hypothèse pouvant facile- 
ment s'étendre a un nombre quelconque de planètes. 

Si, comme dans le calcul des inégalités des autres élé- 
ments de l'orbite de m, ou n'avait eu égard qu'aux premières 
puissances des excentricités et des inclinaisons, l'équa- 
tion (i t) n'aurait donné, par l'intégration, qu'un terme pro- 
portionnel au temps qui, dans l'expression de la longitude 
moyenne, ne ferait que modifier le mouvement moyen; dt 
ou 3s ne peut donc dépendre, par suite, que des termes en 
e' et que nous avons dû dès lors conserver. 

En remplaçant, dans l'équation (n), les quantités b, b', 
c, c" par leurs valeurs approximatives limitées à la première 
puissance du temps, et calculées conformément à la méthode 
indiquée au n° 45, on obtient un résultat de la forme 
dt = kndl + aB(rf(, 

A et lî étant deux constantes dont les valeurs sont connues; 
on tire de là, en intégrant, 

h =ÂnI+ Ht'; 
et l'on a, pour la longitude moyenne corrigée, 
nt + t-htt =n (i+A)r+BC. 

Le terme Anf ne fait qu'augmenter le moyen mouvement 
primitif dans le rapport de i+Aàl,etle moyen mouvement 
corrigé semblera répondre à la distance moyenne corrigée 

~; mais comme A est une très-petite quanti té, puis- 

(i-t-A)* 

qu'elle est de l'ordre des masses m, m',. ,., il ne résultera de 
là qu'une correction insensible, dont il est inutile de tenir 
compte dans les dislances moyennes. 

11 faudra au cou ira ire tenir compte du terme lit*, qui con- 
stitue une véritable inégalité séculaire dans r, par suite dans 
la longitude moyenne ; toutefois, comme le coefficient B est 
du second ordre par rapport à m, m', il y a tout lieu de croire 
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qu'il sera toujours peu considérable. Ainsi, dans la théorie 
de Jupiter et de Saturne, qui sont les deux planètes dont 
les perturbations sont les plus considérables, on a pour Ju- 
piter, ( étant évalué en années juliennes, 
3i = — o", 000000 3a5o(% 
d'où l'on tire pour Saturne, au moyen de l'équation (8) du 
n°4i mise sous la forme m \fâSt -+- m' \fâ$é = 0, la valeur 

J<' = o",ooooo I 5n4' ! i 
ces deux inégalités ne s'élevant pas à de seconde par 
siècle, sont insensibles pour les plus anciennes observations 
qui nous sont parvenues. 

Mais le même terme Bf* devient très-sensible pour la 
Lune troublée par le Soleil dans son mouvement autour de 
la Terre; on a en effet 

3c = o",ooio2o66(*, 

soit environ 10 secondes par siècle, ce qui s'accorde assez 
bien avec l'observation, qui donne à peu près 9 secondes. 

On peut obtenir l'intégrale exacte de l'équation (n) dans 
le cas de deux planètes; on a en effet, d'après les valeurs 
de b, b\ c. d données au n° -iS, 

+ = AÏ ■+■ AÎ + aA, A,cos[(A,— A,) l + t,— A,}, 
i'-+r"= A*tt,*+- A',*',» + a A, A^'.a'.cosftA,— *,)(-}-*,— #,], 
6fc'-t-fr , = A|a',-r-A;a',-r-A,A,( a ',-t-a',)cr J s[(/i 1 — A,)t+k,—i,^. 
en substituant ces valeurs dans l'équation précitée, on ob- 
tient un résultat de la forme 

d% = M ndt -h N tos [( A, — A,) t + k, — k, ], 

M et N étant deux constantes dont les valeurs sont con- 
nues; d'où, en faisant abstraction du terme Mat conformé- 
ment à ce que nous avons dit plus haut, 

St = h K _ k sin[(A, — A|) t + t,—*,]. 
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Cette inégalité séculaire est périodique comme celle des 
autres éléments elliptiques; mais sa période qui dépend de 
l'argument h { — h, est extrêmement longue et est égale no- 
tamment à 70414 années pour Jupiter et Saturne. 

48. Remarqua relative aux inégalités périodiques. — 
Ces inégalités, qui correspondent aux termes périodiques 
de R dans les formules du n°33, étant toujours très-faibles, 
el n'étant en quelque sorte que passagères, sont de peu 
d'importance en Astronomie; t'est pourquoi nous ne nous 
en occuperons pas. Nous nous bornerons à faire remarquer 
qu'on les détermine en intégrant les équations précitées 
dans les seconds membres desquelles on regarde les élé- 
ments elliptiques comme constants. Cette approximation 
est d'ailleurs suffisante pour un grand nombre de siècles, 
avant ou après l'époque prise pour origine du temps. 

kj V. DES PERTUHBATtOHS DU MOUVEMESI ELLIPTIQUE DES 

49. Les excentricités et les inclinaisons sur l'écliptique 
des orbites des comètes étant considérables, on ne peut plus 
appliquer, pour calculer leurs perturbations, le procédé que 
nous avons adopté pour les planètes, et qui est essentielle- 
ment basé sur le développement en série de la fonction per- 
turbatrice, ordonné suivant les puissances ascendantes des 

La métliode dont on fait alors usage consiste à partager 
l'orbite en portions suffisamment petites pour chacune des- 
quelles on calcule, à l'aide des formules connues de qua- 
dratures par approximation, les altérations produites par 
les forces perturbatrices, exprimées en fonction des coor- 
données de la comète et des planètes perturbatrices. 

50. Variations des éléments du mouvement elliptique 
des comètes. — En négligeant les carrés des forces perlur- 
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batrices, comme nous le ferons dans ce qui sait, ou esi 
ramené à déterminer les variations des éléments elliptiques 
de l'orbite cométaire, dues à chacune des planètes pertur- 
batrices, comme si elle agissait seule. 
On a dans le mouvement elliptique 




\ df= a <f\ — e'cosHtAi 



formules qui sont encore applicables au mouvement 
troublé. 

Nous choisirons pour plan des Ty celui de l'orbite de 
la eoutèle à une certaine époque prise pour origine du 
temps, de sorte que s, d, c" cl 9 sont de l'ordre de la force 
perturbatrice. ' 

Désignons par 

ne X = ^jr-t m Y — — j m' Z — — , 

les composantes parallèles aux trois axes coordonnés de la 
force perturbatrice, X, Y, Z étant des fonctions des 
coordonnées de la comète m et de la planète perlurba- 

Uans le mouvement troublé, les aires décrites en pro- 
jection sur les plans coordonnés ne sont plus constants 
et ( 14) c, c', c renferment respectivement comme parties 
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variables les moments de l'impulsion de la force perturba- 
trice par rapport aux axes des 2, des y et des x\ de même, 
le terme - et l'équation des forces vives (4* équation (3) du 
n° 28) renferme comme partie variable le double du travail 
de la même force pris en signe contraire. Ou a donc, d'après 
le mode d'approximation adopte, 

i t U=m' (Y* - Xj) dt = m ' ra >{Yx - Xj-) du, 

(3) \ a V = — m'lxdt=. — m'J i Zxdu, 
[ de" = m'Zydt = m'rJ'Zydu, 

i -d^ = ?.m- (X(ilH- ?dyh 

\ = 2 m'a' (— X. sin u ■+■ 1 ifi — é 1 cas a) dm, 
d'où l'on déduit, au moyen de la relation n* = a - *, 
(A,} dn= im'a'n (Xsin a — Y -c' cmu)d«. 
On a (28) 

tang y = ~*~ c , langa = -1 

et, en négligeant c* et c"* devant c, 

(4) *=c=vî(r^), 

et si l'on pose, comme au n" 33, 

tang f sin a = /i, tang T cos « = 7, 
on trouve pour déterminer les variations de p et 7 

aV _ m'ryZda 

dp ~ M'-<?)~ v'ï^7' ' 

^ — de 1 m'rx'Ldu 
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L'équation (4) donne par la différentiation, c-n ayant 
égard à la première des formules (3), 

(i — é>)da — aede = îda{t — e>)[Yx — JLy)dt 
= z< l ^7=7'{Yx—Xj-)rda, 
et, en remplaçant da par sa valeur, on obtient 
(A") de = m'a y'T^P [(Y* — X.l- } cos a + Yr] du. 

Si l'on différentie l'équation r — a (i — e cos u) dans le 
mouvement troublé et dans le mouvement elliptique, et que 
l'on fasse la différence, on arrive au même résultai que si 
on l'avait différentiée en faisant uniquement varier les 
constantes. 11 vient donc, en désignant par du la portion de 
la différentielle de u dépendant de da et de, 

(5) Â=* ri "°"'- rf ? f| - 



Si l'on différentie de la même manière, par rapport aux 
constantes, la valeur de shi (f — w) résultant delà seconde 
équation (i), en ayant égard à celle de cos (c — w), on 



(6) 



4„ = _ r *» 

L ( i — e cos « ) ^ i — c' J 



_ |i — e')da — ade[e + cosu) 
oesin u ^i—e' 
et, en substituant à rfa et de leurs valeurs, 
(A") «/« = «m' [(ïj — Xr J sin « - ^7=7' rX ] du. 

Il ne nous reste plus maintenant qu'a calculer la longi- 
tude de l'époque e. Si l'on différentie la première des équa- 
tions (t), par rapport aux constantes, on trouve 

dt — du = — ecos u )da — sin udc — tdn. 
expression dans laquelle il est inutile d'avoir égard an 
terme — (du, qui disparaît dans la variation 
adt~hldn +• dt — dte 
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de la longitude moyenne. En éliminant du s 
l 'équation (6) on trouve 
j «*.-(, 



et enfin, si on remplace de et dm par leurs valeurs ci-dessus, 
on obtient 

(A',') di = (l — — r-Jrfu— a/n'r(Xar+Yj'}du. 

On calculera au moyen des formules précédentes (A), (A'), 
(A"), (A'"), (A 1 ') les altérations des éléments de l'orbite de 
la comète, par les méthodes connues de quadrature par ap- 
proximation : i D lorsque l'on aura exprimé r, x,j au moyen 
des formules (i) et (a) en fonction de la variable u à laquelle 
on donnera différentes valeurs numériques; a° lorsque 
l'on aura déterminé les valeurs correspondantes des coor- 
données de la planèle perturbatrice qui enirent en outre 
dans les expressions de X, Y, Z, et c'est ce qu'il nous reste 
à faire. 

Soient x', j', z' les coordonnées de la planète, r' son 
rayon vecLctir; 3 l'inclinaison de l'orbite de la planète sur 
le plan de celle de la comète ; ï. la longitude de son nœud 
ascendant comptée sur ce dernier plan à partir de la ligne 
des apsides ; v' l'angle formé par r' avec la ligne des nœuds. 
On reconnaît facilement que 



Les constantes d et }. se détermineront d'après les posi- 
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lions relatives et connues des orbites de la comète et de la 
planète ; d'autre part, si l'on prend pour origine du temps 
l'instant du passage de la comète au périhélie, l'angle £ — u 
devenant nul, la première formule (i) donnera 

t = a 1 {u — usin u j 

pour le temps en fonction de u écoulé depuis le passage au 
périhélie en fonction de u, et les Tables astronomiques fe- 
ront connaître les valeurs de r' et v' correspondant à celles 
de f déterminées par cette formule. 

5! . Calcul de lit variation éprouvée par la durée de la 
révolution complète' d'une comète. — Désignons par N la 
valeur de n à l'instant du passage au périhélie pris pour 
origine du temps, valeur qui représenterait la vitesse angu- 
laire moyenne du rayon vecteur si le mouvement elliptique 
n'était pas troublé, et appelons (o£), la variation éprouvée 
par f au bout du temps ( : on aura 

t = N f +y j„ = NrH-(.ÏU. 

t étant supposé donné, par suite la valeur correspondante 
de u; et l'intégrale = j" àn s'obtiendra approxima- 
tivement au moyen de l'équation "(A,) par une double qua- 
drature. 
Soient 

T,T' les intervalles de temps qui séparent respectivement 
le premier passage au périhélie pris pour origine du 
temps, du second passage, et le second du troisième; 
N' la valeur de n au second passage ; 
tin), la variation éprouvée par n au bout du temps t. 
On pourra supposer (<J£}t + t. = (tJ£),T , "n négligeant 
les ter mes du second ordre ordre par rapport aux masses m 
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et m' ; et l'on aura 

«=ht + {Jïl, 

N' = H-»-(J«L, 

La première de ces équations fera connaître N si T esi 
donné par l'observation; la valeur de Jx' étant fournie par 
la seconde, la troisième permettra de prédire, par la valeur 
que l'on en déduira pour T', le troisième passage au pé- 
rihélie. 

52. Développement en sèiie des perturbations d une 
comète lorsqu'elle s'éloigne beaucoup de la planète per- 
turbatrice. — Si l'on considère une portion de l'orbite 
comélaire, dont la distance de chaque point au Soleil soit 
très-grande par rapport à celle de la planète perturbatrice 
à cet astre, on peut remplacer la mélhode précédente, qui 
dans l'application conduit à de longs calculs, par la sui- 
vante, basée sur le développement deR en série. 

On. a, d'après le ji° 22, 

r = m- ^- — JJ ' + JT' + 's' j . 

Or, en appelant 9 l'angle formé par r, r', on a, aux termes 
du second ordre près en — ■» 

a' = r — r'cusO, ou ~ = - H cosfl; 

? r r 

et comme 

ri'+rr''*'" 1 
et» 9 = , 

il vient 

R=,„'[i + (~' + „.' +==') 
Le terme — donne lieu à une force ~ dirigéede m versM, 
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qui vient s'ajouter à celle qui est due à l'action 

mutuelle de la planète et du Soleil. Il est donc inutile d'en 
lenir compte, puisqu'il ne trouble pas le mouvement ellip- 
tique, et qu'il n'a pour effet que d'augmenter d'une petite 
fraction le coefficient (i que nous continuerons à supposer 
rçal à l'unité. Il nous suffit donc d'écrire 

( 7 ) R = m 1 [*J + yr , + - 

eu uous rappelant que m' z est du second ordre par rap- 
port aux masses, et que dans cette expression on peut 
prendre, comme dans le mouvement elliptique, 



[ r" HP ' r' HP ' r' (/(' * 

Cela posé, admettons que les coordonnées x,y, z soient 
celles de la position que la comète occuperait au bout d'un 
certain temps si son orbite n'était pas troublée, et soient 
x -+- Sx, y+ày, s -f- 3z les coordonnées de sa position 
réelle, àx, ày, àz étant, de mi-ine que la variation àrder, 
des quantités de l'ordre de la force perturbatrice. En rem- 
plaçant, dans la première des équations (i) du n° 27, 
respectivement, x, y, t, Sr par x-i~3x, y-hây, z+3z, 
r+lr, et R par sa valeur (7), on trouve 



Celte équation, en vertu des valeurs (a) et de la relation 
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devient 

ST-" SF-- 15- = ( J *-"-) [—-■?) 
+3(.-j-»,y]2- h 3( Jl -™v)îî. 

On obtiendra deux équations différentielles pareilles en 
5jr et 5z, et l'on reconnaîtra que les trois équations ainsi 
obtenues sont satisfaites par les valeurs 

(8) j i r =* (y+i)< 



f)=" 



dont nous aurons besoin un peu plus loin et d'où l'on dé- 
duit 

.»*(*±£±* + î)- 

L'expression (7) de R donne, en ayant égard aux va- 
leurs de ~ ■ j^-i ~ ■ pi fournies par les formules (a), 

= "*\ — ? — + *5 /' 

et de la première des équations (A) on déduit, par suite, 
(B , ,-„ = ,„v (!Ï+ZS + !iS^±±*r ) + .on»., 

tîn étant la variation éprouvée par le demi grand axe, à 
partir d'une position déterminée de la comète, et l'on (ïxera 
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la valeur de la constante par la condition que 3a soi l nulle 
pour celte position. 

On déduira de là la valeur de Sn au moyen de l'équa- 
tion n* = a - *, qui donne 

,V dnW -■ th d 

Les équations (3) deviennent, en continuant à négliger 
les termes du second ordre par rapport aux forces pertur- 
batrices, 



vertu des formules (n), 

, /.rtty' — ydx' + x'dy — y'di 

[ dt 



et l'on calculera les variations de p et q au moyen des re- 
lations 

Supposons que, le plan de l'orbite étant rabattu sur le 
plan fixe, on prenne pour origine de l'angle ai la position 
du grand axe de l'orbite elliptique correspondant à ce plan 
fixe, <]> étant une quantité de l'ordre de /«', dont on peut 
négliger le carré : l'équation de l'orbite peut se mettre sous 
la forme 
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par suite, 

' <it a ,u \dt + rf ( ) t' 

d'où 

(,„ = --_„_ 

Avant d'aller plue loin, nous ferons remarquer que la va- 
leur initiale de u étant nulle, on a 
Sev = eiw. 
De la première des équations (7) on tire 

xir — rSx cdSr dr . 

Se = - 1 -~L+^L$ e , 

r' dl dt 

ou, eu vertu des premières équations (0) et [y] et des va- 
leurs (11}, 

, m -[e + f + y ^'-/^ + % <~*-/ d *^ 
dy \rdy' — y'dx +x', /y — ydx' ~\ 
* L à~ ï 

(R*) / et l'on trouve de m 



I rSt* = m' I — ■ — 



Il ne nous reste plus maintenant qu'à calculer l'altéra- 
tion de l'anomalie moyenne Nous supposerons d'abord 
que l'origine du temps est l'instant du passage de la comète 
au point de l'orbite à partir duquel du peut commencer à 
prendre la valeur approchée de R obtenue au n" 52, et nous 
représenterons par S'n la variation éprouvée par n à partir 
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de cet instant. Nous aurons 

et en dîÛëren Liant, puis remplaçant dans le résultai 
dit par sa valeur fournie par l'équation (A"), 

\3) dSÇ — S'ndt -— — ' ^ - . 

ou, en remarquant que ndt = du(t — ecosu), 

Soit m'v la valeur de $n donnée par la formule (B,) au 
point de l'orbite à partir duquel nous comptons actuelle- 
ment le temps, on a 

3"n = 3n — m'i; 
mais les valeurs ci-dessus de àn, âe, (Joi sont liées entre 
elles par la relation 

Sa acosu-t-n asina 



m' i x dy ' — ydx? ' -\-y'dx — x'dy) 

que l'on vérifiera facilement en remplaçant par leurs va- 
leurs en fonction de u les variations de x', y', ~ , 
et qui permettra de calculer S'rt. Il vient doue enfin, eu inté- 
grant l'équation (3) et ayant égard aux valeurs (B") 

' C) i ' , (l-CCOSHi' 

1 - rtfw ~- hCOiJSl., 

formule duc à La grange. 



53. Supposons maintenant que l'on veuille pousser plus 
loin l'approximation et déterminer les altérations des con- 
stantes dues à IapartiecnmplémentairedeRque nous avons 
négligée au n" ;i2. On reconnaît facilement que celte partie 
a pour valeur 

,..r ... "P+jy+^-çy 



En posant 

■5 ("'--""* 



on voit que 

g = «-X = .'(P«+l»y), 

et les équations (6} et { 7) et (1 1) donnent, par suite, 
rfa=— am'a"[P(xdr-f-j-rfj-)-J- «'(*' rfr+/</j-)], 
Je — m'V (dy—xj')4y ■+■ m'{xdjr — j-(£r) (P/-h P'.t ') , 
u( /e = m'P'(.<r -ir'Jtir+ m'fjdi — rrfj-),P.x-{- P' r '), 

rf , _ ^' ~ ^ aaarf<[P(^-t-j-')+F(xy+jy)], 
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t on fait dans ces formules 



puis que l'on remplace x', ) ', z' par leurs valeurs en fonc- 
tion de v résultant du n" 50, en observant que le mouve- 
ment elliptique donne 



r'W = yV(i — e*)<It, 

on voit que chacune des expressions précédentes pourra se 
développer en une suite de termes de la forme 

que l'on ne pourra intégrer que si l'on peut négliger (V 
devant iv, ce qui a généralement lieu pour la portion de 
l'orbite dont nous nous occupons. Touk-fois, on peut ap- 
proximativement tenir compte de i V en opérant comme il 
suit. 

En remplaçant d\> par sa valeur 



déduite de l'élimination de dl cuire les équations (9), 
l'intégrale qu'il s'agit de trouver devient 



r' «'{i-^IH-e'eosK-»'}].' 

et si l'on remarque que e' est une petite quantité, l'inté- 
grale ci-dessus pourra se développer en une suite de termes 
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de la forme 

j, Çan{4,*+t t </-\-j,)i& 
= ^ J*cos + i'y +j, ){l\Af+l, d> - i, d» ) 

f + i\ s+j,)*. 

Le dernier terme, eu égard à la valeur ci-dessus de dt>, 
équivaut à 

- £ j"^ «*{'.' + ' +/ H*- 

et est beaucoup plus petit que 

J' J* co 5 ('> + /y+/ )*', 

en raison de la petitesse des rapports — ■ et ^- On peut 
donc considérer l'intégrale précédente comme approxima- 
tivement égale à 

£»D(,>-+-ïX+/,). 
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CHAPITRE III. 

CALCUL DE L'ATTRACTION DES CORPS. 
§ I. — G ÉNÉn alités sun l'attraction des systèmes 

MATÉRIELS. 

m. Si l'on veut rattacher à la gravitation la forme par- 
ticulière et pour ainsi dire géométrique qu'affectent tes 
corps célestes lancés dans l'espace, les phénomènes qu'ils 
présentent soit dans leur mouvement propre, soit dans celui 
des fluides qui en recouvrent la surface, on voit que l'on 
doit chercher d'abord à calculer les résultantes des attrac- 
tions exercées par les particules d'un même corps sur les 
différents éléments matériels d'un autre corps, ou plus 
simplement encore la résultante des actions qui émanent 
du premier corps sur chacune des molécules du second, et 
c'est ce qui fait l'objet de ce chapitre. 

55. Expressions des composantes parallèles à trois 
axes rectangulaires de l'attraction d'utt sjstènm matériel 
sur un point matériel. — Soient 

m', tri, , m\, ... les masses élémentaires du système dont 
nous représenterons la masse totale par M'; 

r, r„ r,,... leurs dislances respectives au point matériel 
de masse ni sur lequel elles exercent leur attraction; 

37, y, z les coordonnées du point m rapporté à trois axes 
rectangulaires Ojr, Oj, Oz fixes dans l'espace. 

Si nous supposons que la loi de l'attraction soit repré- 
sentée par une fonction quelconque f'(r) de la distance. 
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l'attraction exercée par ni sur m sera mni\{r). Ou peut 
concevoir que m change Je position par rapport au sys- 
tème M' considéré comme fixe et invariable ; et dans cette 
hypothèse l'attraction ci-dessus donnera lieu, pour un dé- 
placement fini, à un travail total représenté par 

-~ '/'!')* 

En désignant par V la somme des travaux semblables résul- 
tant des attractions de toutes les parties de M' sur m, nous 
aurons 

V=-« [»' f-Ar)<lr+»>\f v[r,).lr i+m \J f^dr^ . ..], 
ou, pour abréger, 

le symbole S ayant la signification ordinaire de somma. 

Soient X, Y, Z les composantes parallèles aux axes Or, 
Oy, Oe de l'attraction totale de M' sur m; le travail élé- 
mentaire de celle attraction, représenté par l'acL-roissemenl 
infiniment petit d\ du V, est aussi égal à la somme des 
travaux élémentaires partiels des composantes ; on a donc 

Mais comme V est une fonction de r, r t , r,, . . . , et par suite 
des trois variables x, y, s, on a aussi 



On voit ainsi que les composantes de l'attraction s'ex- 
priment très-simplement au moyen des dérivées partielles 
de la fonction V du travail, a laquelle on a donné le nom 
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de potentiel, et que le tout se réduit à déterminer cette 
fonction. 

La fonction V de a", y, z égalée à une constante arbi- 
traire C, ou l'équation 

V = C, 

représente une famille de surfaces dites surfaces de niveau 
jouissant de cette propriété que l'attraction exercée par M' 
sur chacun des points de l'une de ces surfaces est dirigée 
suivant la normale correspondante de cette surface; et en 
effet le travail élémentaire d\ est nul pour tous les dépla- 
cements que l'on peut concevoir sur la surface. 
Dans le cas de la nature ou de la gravité, on a 

fW-p. 

et, par suite, 

v=„ s .i 

Si j/, y', z 1 soni les coordonnées' tic r«', on a 

i =[(,_.,').+ (J.-J-7+ (=-/;•]" ; , 

v_tr -. "tr-SI 



, i»S- 



=-•=■=— «S- 



expressions que l'on aurait pu écrire à priori en remar- 
quant que la composante suivant Ox de l'attraction de m' 
sur m, par exemple, est égale à — — multiplié par le cosi- 
nus de l'angle que fait cette force avec l'axe ci-dessus, 
c'est-à-dire par — - — • 

Admettons maintenant que m fasse partie d'un système 
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matériel M dont nous désignerons par m it m,, m,,... 
les autres éléments, et par (*,, y,, z,), (x lt jr t , r,J, 
( j,, rj, aj) , - • • les coordonnées correspondantes; soit U 
la somme des fonctions telles que V, relatives à toutes les 
molécules de ce système : U est égale à la somme des pro- 
duits deux à deux des masses des molécules de l'un et 
l'autre système par l'inverse de leurs distances. La somme 
des composantes suivant Ox des attractions exercées par 
M' sur les différents points de m sera donuée par 
dU | du | rfU | 

attendu que V, par exemple, étant la seule partie de U 
qui renferme x, la composante de l'attraction de m' sur m 
dV dU _ . . . . ... 

est — ou — ■ Un voit ainsi que les composantes de I at- 
traction entre les deux systèmes s'expriment encore facile- 
ment à l'aide des dérivées partielles du potentiel U. 

50. Attraction d'un système matériel sur un point 
matériel qui en est très-élorgné par rapport aux propres 
dimensions du système. — Supposons que l'on prenne 
respectivement pour origine et pour axes coordonnés le 
centre de gravité O et les trois axes principaux d'inertie 
correspondants du système M', cl soient (Jig. 3) : 

a la distance O m du centre de gravité O au point attiré; 
^, a'„ a'„... les distances Om', Ont',, Om',,... du 
même centre aux difféicnts éléments matériels m', 
m',., m'„...de M'; 
tr, [5, y les angles formés par Om avec Ox, Oy, Oz; 
A, B, C les moments principaux d'inertie de M' par rap- 
port à Ox, Or, Oz-, 
m'P la perpendiculaire abaissée du point ni sur Om; 
r, r„ r„. .. les distances mni, mm',, mm',,. . . ; 
[x 1 , y\ ='), {x\, y\, s',),. • . les coordonnées des points 
ni, m\ , . ... 
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On a 

S. m' — M', 
puis, d'après le théorème des moments, 
S- m'. OP = o, 

et, en exprimant que Ox, Of, Oz sont trois axes princi- 
paux d'inertie, 

S.flrVj'=Q, S.m-x'z'=o, S.m>V=Oi 
de plus, la figure donne 

OP = ^ cosa+y tosp + cosy, 
r = v 'o'+rt"— ao'.OP. 
En appliquant à l'inverse de r la formule du binôme 
limitée aux termes du second ordre en —, — , il vient 




par suite, eu égard à ce qui précède, 



Or on a 

' A=S./n'y+S.mV, 

B=S.mV' + S.».V, 

C-S.raV'+S,™y', 
s . m - „» — s m ' ( + 7 ^ , '■ | — A + B ± g 

2 

S.m'OP =cos , aS.m' J ''^cos , pS.mV+cos , 7S.m'z'', 
et enfin 

„ piM' r r _ ,^ _ 

™ + ï 7 t ( B -*- G — 3 A ) + ™*"?(C + A - aB) 

+ cos' 7 (A+B-îC)]. 

Si l'on néglige le second terme de cette expression ou le 
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carré du rapport des ilimcnsions de M' à la distance a sup- 
posée beaucoup plus grande, il vient 




expression qui est identiquement la même que si le corps M' 
était remplacé par un point matériel de même masse placé 
à son centre de gravité. Donc : 

L 'attraction d un système matériel sur un point qui en 
est fort éloigni est à peu près la mime que si toute la 
masse de ce système était concentrée en son centre de 
gravité. 

En supposant quem Tasse partie d'un système matériel M, 
fort éloigné de M', l'attraction exercée par le second de ces 
systèmes sur le premier, éi;ale et contraire à celle de M sur 
la masse M' considérée comme concentrée en 0, sera par 
conséquent la même <jue sï ces deux masses se trouvaient 
concentrées eu leurs centres de gravité respectifs, et Ton a 
ce théorème, indépendant d'ailleurs de la loi de l'attraction, 
comme il est facile de s'en assurer : 

Les centres de gravité de deux systèmes matériels fort 
éloignés l'un de l'autre s'attirent comme si les masses 
totales de ces systèmes s'j trouvaient respectivement con- 
centrées. 

Le système d'une planète agit donc à très-peu prés sur 
les autres corps du système solaire comme si la planète et 
ses satellites étaient réunis à leur centre commun de gra- 
vité, et ec centre est attiré de la même manière par les dif- 
férents corps du système solaire. 

Chaque corps céleste étant un assemblage de molécules 
douées d'un pouvoir attractif, et ses dimensions étant très- 
petites relativement à sa distance aux autres corps du sys- 
tème du monde, sou centre de gravité est à très-peu près 
attiré comme si toute sa masse y était réunie, et il agit de 
la même manière sur ces différents corps. C'est ainsi cju'il 
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noos a été permis, dans la recherche du mouvement du 
centre de gravite d'un corps céleste, de considérer ce der- 
nier comme un simple point matériel de même masse con- 
centrée en ce centre, hypothèse que rend plus exacte encore 
la sphéricité des planètes et de leurs satellites, comme nous 
le verrons plus loin, et qui admise à priori, sauf justifi- 
cation ultérieure, a conduit Newton au principe de la gra- 

Revcnons au sujet qui nolls occupe : si l'on veut pousser 
plus loin l'approximation et tenir compte des termes du 
second ordre, il suffira de considérer le second terme de V 
ou de poser tout simplement 

V = i-^[coî'«(B + C— aAj-r-cos'p (C-t-A — aB) 

+ «rf 7 (A + B-aC)], 

en ajoutant aux composantes parallèles au* axes, résultant 
de cette valeur, celles qui proviennent de l'attraction sur 
le point m de la masse M' concentrée au point O. 

Pour obtenir X ou on remplacera, dans Y, cos'a 

par sa valeur 

i — cos'p — cos'7 = i — , 

et l'on aura 

y ^ i W |~B + C-^A | 3 j--(A-m + z'(A-C) j 
En diflerentiant par rapport à x et remarquant que 




on trouve 

X=;-!^|B'+C-àA,+ 50'{À T B)-M'(A-C)]|, 

9 
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«'{B-CJ]j, 

Z= _|^i|A- i -B- 2 C + ^[^(C-A)+j i (C-B)]J. 

Dans ce qui suit, nous aurons moins besoin de ces for- 
mules que de celles qui donnent les valeurs des moments 
311^, Sflt, de l'attraction» exercée par M' sur m ou 
inversement, par rappori aux axes Ox, Oj, Oz, et l'on 
trouve, en laissant de côte la composante ~~r~ dirigée de m 
vers O, qui ne donne aucun terme, 

3R, = Z r — Yi= ~ (B — C)aj-, 

et de même 

Ces formules nous seront fort utiles lorsque nous nous 
occuperons du mouvement des corps célestes autour de leur 
eentre de gravité. 

§ II. — Atthaction des coups terminés PAB des scufaces 

SFHÉRIQUES. 

57. Considérations générales sur la constitution des 
corps célestes. — Les corps célestes ont une forme à très- 
peu prés s plie ri que, et, d'après ce que- nous connaissons sur 
la constitution physique et l'origine ignée de notre globe, 
nous sommes conduit à croire qu'a une certaine époque ils 
se trouvaient à l'étal fluide. Ainsi, avant la formation de la 
première couche solide, ils ont dû. affecter la forme d'équi- 
libre d'une masse fluide soumise à ses actions mutuelles et 
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animée «l'un mouvement uniforme de rotHiion autour d'un 
axe, forme que le retrait dû au refroidissement n'a pu 
modifier d'une manière notable ; et il y a tout lieu de pré- 
sumer que, dans de pareilles circonstances, les matières de 
mémo densité se sont groupées symétriquement autour de 
l'axe de rotation. 

La force cenirifugc développée par le mouvement de 
rotation a dû modifier la forme sphérique que la masse 
fluide aurait naturellement prise sous l'action de ses attrac - 
lions mutuelles, si cette rotation n'avait pas existé; mais, 
comme d'après l'observation les mouvements de cette na- 
ture sont généralement très-lents, les déformations qu'ils 
out produites sont très-faibles ; nous pourrons donc, dans 
une première approximation, en faire abstraction, et ad- 
mettre que chaque corps céleste est composé de couches 
sphérïques concentriques et homogènes, dont la densité 
varie avec la dislance au centre. 

Nous sommes ainsi conduit à calculer l'attraction d'une 
couche sphérique homogène sur un point matériel. 

58. Attraction d'une couche sphérique homogène sur 
un point extérieur. — Quelle que soit l'épaisseur de la 
couche, on peut toujours la supposer décomposée eu cou- 
ches extrêmement minces, et il suffira de considérer cha- 
cune d'elles en particulier, puis de faire la somme de leurs 
attractions, dirigées évidemment du point attiré m vers 
leur centre commun, pour avoir l'attraction de la couche 
totale. 

Soient 

a' le rayon d'une couche infiniment mince; 
e son épaisseur ; 
p sa densité; 

a la dislance de son centre au point attiré m. 
Concevons un cône ayant pour sommet le centre O 
[fië- 4)i aboutissant à un point m' de la surface extérieure 



i3a 
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de la couche, d'une ouverture infiniment petite mesurée 
par Vêlement sp/icrique doi, c'est-à-dire par la portion de 
surface qu'il intercepte sur la sphère ayant O pour centre, 
et l'unité pour rayon ; re cône déterminera, dans la couche, 
l'élément de volume a'^eda. Si l'on fait abstraction de la 
discontinuité de la matière de la couche, ou si l'on conçoit 
que l'on y substitue une matière fictive continue, occu- 
pant le même volume fini sous la même masse, nous pour- 
rons considérer le volume a"ed(n comme ayant la masse 
pa^edw. Cette conception théorique paraîtra sullisammeni 
exacte si l'on observe qu'un volume fini, assez petit pour 
être regardé, sans erreur sensible, comme une différentielle, 
renferme un très-grand nombre de molécules matérielles. 
La masse élémentaire pa" erfu donnant lieu à l'alirac- 



l'intégralc étant relative à la surface entière 4* de la spbére 
ayant l'unilé pour rayon. Quant à la masse entière de la 
couche sphérique, elle a pour expression 



Soient p le cosinus de l'angle formé par Om' avec Om, 
angle qui doit varier de o a tt, et q l'angle compris sous le 
plan m O m' et un plan fixe passant par Om. Portons sur 
Om', à partir du point O, une longueur On égale à l'unité, 
projetée en Oi sur Om. Si le plan nOm tourne de l'angle 
dq autour de Om, l'arc décrit par n est 

et si, dans ces deux positions, on fait varier l'angle nOm 
d'une quantité infiniment petite, on détermine un élément 
s plié ri (me mesuré par 




dq s\nnOtdnOt = — dqdp, 
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et que Ton peut prendre pour du. D'autre part, on a, dans 
lu triangle Om'm, 

mm' — ^a 7 — 1 aa'p -H a"; 

il vient donc 

(a) V = pmn' 2 e C riii f ^ = . 

d'où résulte que la couche attire Je point m, comme si 
toute sa masse était concentrée eu sou centre. De là on 
déduit facilement ce théorème ; 

59. Une sphère pleine ou creuse homogène, ou compo- 
sée fie couches concentriques homogènes dont la densité 
varie avec la distance au centre suivant une loi quel- 
conque, exerce sur un point extérieur la même attrac- 
tion que si toute sa masse était réunie en son centre; et 
comme conséquence, en raisonnant comme au n° 56 : 
Deux sphères composées de couclies concentriques homo- 
gènes s'attirent comme si leurs masses étaient concen- 
trées en leurs centres respectifs. 

(iO. Attraction d'une couche homogène sphèrique ou 
terminée par deux ellipsoïdes semblables sur un point 
intérieur. — On conçoit facilement que pour trouver la 
loi de l'attraction d'une sphère semblable à celles du 
numéro précédent, il suffit de déterminer la résultante des 
attractions exercées par une couche sphèrique homogène 
sur un point m placé dans le vide intérieur. ■ . 

Concevons un cône d'ouverture infiniment petite, mesu- 
rée par l'élément sphèrique du, ayant pour sommet le 

exerçant sur le point m deux actions directement opposées. 
Soit r la distance du point m à un point quelconque de 
l'un de ces segments ; on pourra décomposer ce dernier en 
éléments de volume tels que r'doidr dotu la masse donnera 
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lieu à l'attraction 

En intégrant par rapport à r, et appelant u l'épaisseur du 
segment dans le sens de r, on trouve, pour l'attraction qu'il 
exerce sur m, mp udtà ; et comme l'épaisseur u est la même 
pour les deux segments, on voit que leurs actions sur m se 
neutralisent, et que par suite le point m se trouve en équi- 
libre dans l'intérieur de la couche. La nicme chose a lien 
pour une couche homogène terminée par deux ellipsoïdes 
semblables, puisque les deux portions d'une corde com- 
prise entre deux ellipses semblables de même centre et 
semblablement placées sont égales entre elles. Donc : 

Une couche homogène sphérique ou terminée par deux 
ellipsoïdes semblables n'exerce aucune attraction sur un 
point, et par suite sur un corps ou système lie points nuz- 
tériels, placé dans son intérieur. 

L'attraction d'une sphère composée de couches bomo- 
gùni's concentriques sur un point se réduit donc à celle des 
couches intérieures à la surface sphérique passant par ce 
point. 

La valeur de V pour le cas d'une couche sphérique et 
d'un point placé dans son intérieur étant constante, peut 
facilement s'obtenir; il suffit pour cela de supposer le 
point m placé au centre, cl alors on a 

V = '"P J* ^ rdr= 2irmp [a'* — a'), 

a, a' étant les rayons des sphères qui limitent la couche. 

01. Application à la pesanteur. — Le poids d'un corps 
à la surface de la terre n'est autre chose que la résultante 
des actions attractives qu'elle exerce sur les différents poinls 
de ce corps, combinée avec la force centrifuge due à sa ro- 
tation sur elle-même. Si «ans une première approximation 
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on néglige celte force donl il sera toujours facile de tenir 
compte, ainsi que l'aplatissement aux pôles, on peut tirer 
des théorèmes précédents l'expression de l'accélération g 
de la pesanteur terrestre ; on a, en effet, eu supposant que 
1/ représente le rayon de la terre et p sa densité moyenne, 




D'après le numéro précédent, cette formule est égale- 
ment applicable à un point compris dans l'intérieur de la 
Terre, située à une distance d de sou centre de gravité; 
et l'on voit ainsi que dans l'intérieur de la Terre la pesan- 
teur croit comme la distance au centre. Mais il ne faut pas 
perdre de vue que cette conclusion est subordonuée à l'hy- 
pothèse d'une densité uniforme pour la Terre, ce qui n'a 
pas lieu en réalité, comme nous le reconnaîtrons plus loin. 

62. Le Soleil, les planètes et les satellites pouvant être 
considérés à peu près comme formés de couches sphériques 
homogènes concentriques, attirent les corps extérieurs sen- 
siblement de la même manière que si leurs masses se trou- 
vaient concentrées en leurs centres. L'erreur commise est 
du même ordre de grandeur que la différence entre la sur- 
face de l'astre considéré et celle delà sphère, pour un point 
attiré voisin de celte surface, et pour un point plus éloigné 
elle est du même ordre que le produit de la différence ci- 
dessus par le carré du rapport du rayon du corps attirant 
à la distance de sou centre au point attiré; car on a vu au 
n° 30 que l'éloignement d'un corps attiré rend l'erreur 
résultant de la supposition précédente du même ordre que 
le carré de ce rapport. Les corps célestes s'attirent donc 
très-sensiblement comme si leur masse était concentrée en 
leur centre, non-seulement parce qu'ils sont fort éloignés 
relativement à leurs propres dimensions, mais encore parce 
que leur figure diffère peu de celle de la sphère. 
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63. Recherche des lois de l'attraction pour lesquelles 
les sphères s'attirent comme si leurs masses étaient con- 
centrées en leur.centre. — La propriété des sphères, com- 
posées de couches sphériques homogènes, d'attirer comme 
si leur masse était concentrée en leur centre de gravité est 
très -remarquable, et il n'est pas sans intérêt de rechercher 
si elle n'existe pas pour d'autre lois de l'attraction. 

Celte propriété ayant lieu par hypothèse pour une sphère 
et celle que l'on obtiendrait en lui enlevant une couche 
spherique superficielle infiniment mince, subsiste néces- 
sairement pour cette couche. Il suffit donc de déterminer 
les lois de l'attraction pour lesquelles une couche sphérique 
infiniment mince attire un point extérieur comme si toute 
sa masse était concentrée en son centre. 

Soient ff (r) la loi inconnue de l'attraction et 

le potentiel V relatif à cette loi s'obtiendra en remplaçant, 
dans la formule [a] du n° 58, 



par F (r). Or il faut, d'après l'hypolhèse admise, que V 
soit égal à M'mF(a) augmenté d'une constante indépen- 
dante de a et que nous représenterons par M'mU, U pou- 
vant renfermer a'. On a ainsi, en faisant quelques simpli- 
fications, 




et comme de la relation 

r' = a' — laa'p -f- n' 
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il vieu!, en remplaçant la variable p par r, 



z. 



ci eo posant 

j r-E[r)dr = ${r). 

on obtient 

ifr (a + <0 - {> (a - a'} — »aefV{a) + i«rt. 
Si l'on dilTérentie deux fois cette équation par rapport à a, 
puis par rapport à a', on a 

d'où 

Or le premier membre de cette équation est [iniquement 
Jonction de a, et le second de af, ce qui ne peut avoir lieu 
qu'autant que chacun d'eux est égal à une constante A. Il 
vient donc, en changeant a en r, 

'T(0 , »iH.. 



»(") = " 



B étant une constante arbitraire; telle est la loi cherchée. 
Si A = o, on retombe sur la loi de la nalurc, et l'on voit 
que c'est la seule qui, rendant l'attraction très-petite à de 
grandes distances, donne aux sphères la propriété d'attirer 
comme si leur masse était concentrée en leur centre. 

On démontrerait par mie analyse semblable à la précé- 
dente que la loi naturelle est aussi ia seule pour laquelle 
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un corps placé dans l'intérieur d'une couche sphérique 
homogène est également attiré de toute part; mais nous ne 
nous arrêterons pas à ce calcul, qui ne présente aucune 
difficulté. 

§ 111. — Attiuctiob des ellipsoïdes homocêhes. 

(H. Les recherches analytiques relatives à la forme des 
corps célestes s'appuient essentiellement sur la considéra- 
tion des ellipsoïdes, et nous allons en conséquence chercher 
à déterminer l'attraction exercée par un ellipsoïde homo- 
gène sur un poinl extérieur; c'est d'ailleurs le seul cas que 
nous ayons à examiner, puisque, d'après le n° 60, l'attrac- 
tion d'un pareil corps sur un point de sa masse se ramène 
à celle de l'ellipsoïde semblable passant par ce point. 

Ce problème, l'un des plus difficiles de l'analyse, a oc- 
cupé les plus grands géomètres; Newton, Maelaurin, La- 
grange, Lcgcndre en donnèrent des solutions, mais dans 
des cas particuliers. Laplace, le premier, le résolut dans 
toute sa généralité en employant une analyse très-compli- 
quée; plus tard, Ivory et Gauss en donnèrent chacun une 
solution plus simple. Enfin, M. Chasles, en i838 cl 1840, 
arriva au même résultat par une méthode géométrique ex- 
trêmement remarquable sous le rapport de la simplicité, 
et nous nous bornerons à la reproduire, en établissant au- 
paravant les quelques lemmes sur lesquels elle repose. 

63. Digression sur quelques propriétés des ellipsoïdes 
homofocaux. — On appelle points correspondants sur les 
surfaces de deux ellipsoïdes, ceux dont les coordonnées sont 
proportionnelles aux axes qui leur sont parallèles. 

Les points correspondants de deux ellipsoïdes homofo- 
caux jouissent des propriétés suivantes ; 

1° La différence des carrés des distances du centre à 
deux points correspondants de_ deux ellipsoïdes homofo- 
caitx est constante. 
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les équations des deux ellipsoïdes, les variables étant sup- 
posées représenter les coordonnées de detrs points corres- 
pondants. On a, par hypothèse, 

a p p'' •/ 

et, sia>f3> 7 , 

ce qu'il Fallait établir. 

a° £ej produits de deux rayons quelconques pris res- 
pectivement dans deux ellipsoïdes, par le cosinus de leur 
angle, est le méine pour les rayons menés aux points cor- 
respondants. 

Soient B, R[ les deux rayons aboutissant aux points 
{x, y, z), (x,, y,, s,) des deux ellipsoïdes, et accentuons 
les mêmes lettres pour représenter leurs équivalentes, re- 
latives aux points correspondants ; on a 



RR, cos 



= a? -+-//,+ s' « , = Ri H', cos ( R^ ) . 
3° La distance de deux points appartenant respective- 
ment à deux ellipsoïdes komofocaux est égale à celle de 
leurs correspondants. 
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En effet, d'après le premier théorème, on a 
RI — R'*= R' ( * — R|, d'où, .R'+Rî=R"+R' 1 », 
et, par suite, en vertu du second, 

R»_t- R; — aRR, cos (mO ?= R"-+- R', J — 2 R'R', eos (r^R^} - 

Remarque. — Concevons une couche infiniment mince 
terminée par deux ellipsoïdes semblables, et une seconde 
couche ellipsoïdale dont les surfaces soient respectivement 
liomofocales de celles de la première; on reconnaîtra sans 
peine que ces dernières surfaces sont semblables entre elles, 
cl que le rapport de similitude est le même pour les deux 
couches. Si l'on considère dans la première couche une sur- 
face ellipsoïdale intermédiaire, semblable à celles qui la 
terminent, il existera dans l'intérieur de la seconde une 
surface homofocale avec elle, et semblable à celles qui 
limitent cette seconde couche. On conçoit dès lors ce que 
l'on doit entendre eu disant que tout point pris dans l'une 
des couches a son correspondant dans l'autre. 

4° Les portions de volume de deux couches hontofo- 
cales infiniment minces à surfaces respectivement sem- 
blables, limitées par des contours dont les points sont 
correspondants, sont entre elles comme les volumes de ces 
couches. 

Car en décomposant les portions de volume en parallé- 
lipipèdes élémentaires, dont les sommets soient des points 
correspondants, le rapport de deux parallélipipèdes élé- 
mentaires est exprimé par 

dxtfydt aPy 

dJd/d-J ~ B'pV' 
(ifi. Le problème de Vattraclion d'un ellipsoïde homo- 
gène sur un point extérieur se ramène ait cas où le point 
est situé sur la surface extérieure d'une couche infini- 
ment mince, terminée par deux ellipsoïdes semblables. 
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Comme on peut supposer l'ellipsoïde décomposé en 
couches infiniment minces, terminées par des surfaces sem- 
blables à celle qui limite le corps, il suffit de chercher à 
quoi se réduit l'attraction de l'une de ces couches sur le 
point attiré. 

Concevons que l'ou fasse passer par le point attiré m un 
ellipsoïde limitant extérieure ment une couche homofocale 
avec la proposée, et de même densité p. Soient m' le point 
correspondant de m sur la couche proposée ; dt>, du' deux 
éléments de volume correspondants pris respectivement 
dans cette couche et dans son homofocale ; r la distance de 
m à dv , égale à celle de m' à du' (Go) ; on a 

et pour le potentiel relatif au point met à la couche propo- 
sée, en laissant de côté le facteur constant mp, 

J r 7fï>J r a 'fiV ' 

V étant le potentiel relatif an point ni et à la couche pas- 
sant par le point m. Or, si le point m' se déplace sur la 
rotiche proposée, m se déplace sur l'honuil'orali: c onsidérée : 
mais V reste constant puisque m' est en équilibre sous l'ac- 
tion de la couche passant par le jinint m ((iM;. Ilorn*, Inrsqui 
m se déplace sur la cour.hr Immofocale à la proposée pas- 
sant par ce point, V reste constant, ou, enfin, l'attraction 
de la couche proposée est normale à son homofocale pas- 
sant parle point attiré. 

Pour une couche intermédiaire entre celles que nous 
venons de considérer, dont a", y" représenteraient les 
demi-axes, V" le potentiel correspondant au point m, on 
aurait de'même 
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les composâmes parallèles à l'axe O.r de l'attraction de la 
couche proposée et de la couche intermédiaire sur le 
point m, x, y, z étant les coordonnées de ce point: ou 
tire de l'équation précédente 

* _ «Pr . 

et comme cette proportion doit avoir lieu quelle que soit 
la position de la couche intermédiaire, et par suite lors- 
qu'elle seconfondavec cellcqui passe par le point™, il vient, 
en désignant par X' l'attraction exercée par celte dernière, 
estimée suivant Ox, 

A _ 

Le tout revient donc à calculer X', Y', Z', ou l'attraction 
exercée par une couche ellipsoïdale infiniment mince à 
surfaces semblables sur un point de sa surface extérieure; 
mais auparavant nous ferons remarquer que les différentes 
propriétés que nous venons d'énumérer sont indépendantes 
de la fonction de la distance qui entre dans l'expression de 
l'attraction. 

67. Attraction d'une couche homogène infiniment 
mince sur un point de la surface. — Application à une 
couche terminée par deux ellipsoïdes semblables. — 
i° Attraction d'une couche infiniment mince sur 
point de sa surface extérieure. — Soient {fig. 5) ni un 
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point de la surface extérieure d'une pareille couche sur le- 
quel elle exerce son attraction ; mit la normale abaissée de 
ce point sur la surface intérieure; e — mn l'épaisseur de la 
couche en m. 

Nous supposerons que la figure résulte d'une section faiie 
dans la couche par un plan quelconque passant par mn; 
soient ma', mbf les génératrices comprises dans ce plan, 
du cône de sommet m, circonscrit à la surface intérieure, 
ces génératrices rencontrant la surface extérieure en a', b' 
et touchant en a et b la surface intérieure. 

L'attraction cherchée sera la résultante des attractions 
dues aux segments aa' bb', am bu , (mm', mib'). 

Considérons en premier lieu le segment ambn, et con- 
cevons dans l'intérieur tlu cône a'mV un cône de même 
sommet, d'une ouverture infiniment petite mesurée par 
l'élément sphérique d<ù. Nous pouvons supposer que le 
plan de la ligure passe par l'axe de ce cône élémentaire ; 
soient mq' , m'q\, celles de ses génératrices qui sont com- 
prises dans ce plan ; p, q et p„ q, leurs points de rencontre 
avec la surface intérieure; q\ q\ leurs points d'intersection 
avec la surface extérieure; pj la perpendiculaire abaissée 
de p sur la direction de mn. En suivant la même marche 
qu'au n° 58, on trouvera que l'attraction de l'élément mp t p 
sur m est mpdw.mp dont la composante suivant mn est 
mp dm. m], La longueur mn — c étant un infiniment petit 
du premier ordre par rapport à ma, mb, valeurs limites 
de mp, il faudra et il suffira de conserver les secondes 
puissances de ma, mb, mp, pj, qui sont de Tordre e. Il 
nous sera donc permis de remplacer l'arc an par celui de 
son cercle osculateur en n ; soient c le centre de ce cercle, 
R = pc = ac = ne son rayon, <? l'angle pnte, «l'angle pen 
dont nous négligerons les puissances supérieures à la se- 
conde. On peut prendre (08) dlà = sinàdSdç, q étant 
l'angle formé par le plan de la fignre avec un plan fixe pas- 
sant par mn. 
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Posons 

(a) nij.tia3dl=d.V, 
F étant une fonction de 5 qu'il s'agit de déterminer, et ap- 
pelons 3' la valeur limite omît de d, laquelle est fonction 
de q ; l'attraction du segment ambn sur m, estimée suivant 
nn, sera 

or, on a d'après la figure 

Ra' 

mj t= R 4- e — Remet = e -i 1 

mj = mpcoi5 = cos£ = Ra cotJ, 

■ d'où 

rfF = Racos3<fJ, 
BV — aRa.Rcota -H iR( — o. 

La racine de cette dernière équation qui s'annule avec 3 

étant 

H n _ R — v[R| — aRfftang'i ^ 
UtiyJ ' 
il vient, en portant celte valeur dans l'expression de <7F, 

«=E(.- v /.-Hf»^)^.«n, 

ou, en posant z = cosJ, 

»__,[^(, + j) v ç==| ; -.v 



cnuche ellipsoïdale, une démonsirolion qui pprnU Ma-aflnple, niais qui est 
ineincte, car «lie consiste à supposer mj = mn, landis quo pour le poinl a 
la première de ces longueurs rsl double do l'autre, cl l'on trouve ainsi 

or, pour que relui formule publie coïncider «\ec celle du leile, il fondra il 
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et l'on devra prendre l'intégrale entre les limites z = ii 
z = cclle dernière valeur qui annule le radical re- 

présentant le cosinus de l'angle ainn. L'intégral: de cette 
expression est (*) 




11 suit de là, en continuant l'approximation adopléc, que 

F{3')-F{3) = c 
et que l'attraction ((3) du segment mabn sur m, estimée sui- 
vant mit, a pour expression 

(J) WJIpf. 

que — tango" rcstit infiniment petit, de minière que, en déicloppont le ra- 
dical, on pût s'arritar au second terme du J l ;\ 1 >lnj>[n'Tnriil; mais il n'en est 
pas ainii, car aui environs du pnint a code quantité <»l Iris-voisine do 
l'unilé. 
(*) On a en effet 
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Il est facile de voir qui; le même segment ne donne au- 
cune composante de l'altrartion. perpendiculaire à mn; il 
suffit pour cela de remarquer qu'il peut ê Ire considéré, à un 
infiniment petit du second ordre près, comme un cùne du 
second degré tangent suivant l'indicatrice à la surface inté- 
rieure et dont par conséquent mn est un axe de symétrie. 

Considérons maintenant le segment (msa', mil/), et soit 
si le plan langent en n à la surface intérieure ; les normales 
aux différents points de la calotte smt de la surface exté- 
rieure feront avec mu des angles infiniment petits dont le 
carré sera de l'ordre mn ; si donc mn' est la normale en ni 

«(««'sera du même ordre que l'angle a introduit dans la 
question précédente. Cela posé, supposons que le plan de 
UJÏg. 6 soit l'un quelconque de ceux qui passent par mn', 
et soient c', R'= c'mle centre et le rayon de courbure de 
l'arc a'm; fi un point quelconque de cet arc; a', à' les an- 
gles fie' m, jimc'-, q' l'angle compris sous le plan de la 
figure et un plan fixe passant par ma'; on a 

et nous devrons négliger les puissances de a' supérieures à 
la seconde. L'attraction sur m du cône élémentaire ayant 
ce point pour sommet et aboutissant au point f* est, abs- 
traction faite du facteur mp, 

— . pjf^, R ' a ' d , i , 

et sa composante suivant md 

— ^- a eosî' d V di/' — — R' ?jçda'dq', 

dont l'intégrale par rapport à a' est du troisième ordre et 
i]rglip::dile. Ainsi donc le segment considéré ne donne pas 
de composante suivant mn'. 
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i.a composante de l'attraction du cône élémentaire ci- 
dessus suivant la tangente en m a l'are ma' est 

a' iicii' da'dq' = — — n'da'Jq, 

et pour l'onglet rafta 

mais comme sa direction est infiniment peu différente de 
celle d'une perpendiculaire à inn, celle atlrdelion ne donne 
suivant celle droite qu'une composanie négligeable. 

Ainsi donc l'attraction du segment na'mb'/i sur m, esti- 
mée suivant m», se réduit à celle du segment mu/111, et a (S) 
pour expression. 

Remarque. — Désignons par x\ l'angle b'mc'; la com- 
posante de l'attraction suivant la langenle en ni, due aux. 
deux onglets msa', ml!)', est 

R' (a '~~ a ''' dq' = R SïJtfL'J «,)rf 7 '. 

5i la droite wm était rigoureusemenl normale aux deux sur- 
faces ou si les points n el n' se confondaicni, on aurait 
a' = a\, et celle composante serait nulle. Elle sera égale- 
ment nulle ou négligeable, lorsque l'angle nmn' sera du 
même ordre que e, el alors la composante de l'attraction de 
la couche entière, normale à mn, ne pourra provenir que du 
segment au' bb' . 

1° Application à une couche terminée par lieux ellip- 
soïdes semblables. — Revenons maintenant à la couche 
ellipsoïdale à laquelle la remarque ci-dessus est applicable. 
Ou a {fig. 5) 

"'/' = 

el par suite !a somme des aluaitious îles éléments p s mp, 
sera double de celle du premier d'entre eus ; il suit 
de là et de ce qui préiède que nui est la direction do l'at- 
traction totale de la couche, ce qui est conforme à ce que 
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nous avons vu au n" (i(>, et que celte attraction est repré- 
sentée par le double de l'expression ( d) ou par 

(.) 4..,.. 

3° Attraction tV une couche homogène infiniment mince 
sur un point de sa suif ace intérieure. — Supposons que Ton 
veuille calculer l'attraction d'une conçue homogène infi- 
niment mince et quelconque sur un point n' de sa surface 
intérieure {fig. G) ; soit s' l' le plan langent eu ce point de 
la surface, et désignons par s"t" le plan perpendiculaire au 
même point à la normale n'm abaissée de /j'sur la surface 
extérieure. L'angle compris sous tes deux plans étant infini- 
ment petit, on pourra, dans le calcul de l'attraction, rempla- 
cer le segment s' ml' par le segment s" ml". Or, pour obtenir 
l'attraction due à ce dernier, estimée suivant mit', il suffit 
de changer dans la formule (-/) R — R, puisque la cour- 
bure a changé de sens par rapport au point attiré, et d'inté- 
grer F«/J entre les limites à = 0, 3 ='-; on obtient e pour 
résultat, par suite l'attraction du segment est toujours re- 
présentée par l'expression (3), et il est facile de ïoir qu'elle 
est la même, aux termes du second ordre près, que celle qui 
est due au segment [a' s' mua, h's' mnb); enfin, l'attraction 
du segment aba'ù'a la même valeur pour les points metn 
supposés de même masse m. Les attractions sur ces deux 
points estimées suivant mn', dues à (a's'm'na, b's'mnb} étant 
égales à xr.rnpe et de sens contraire, on voit que la diffé- 
rence des attractions île la conclu; totale sur deux points 
correspondants de même musse de la surface extérieure 
et de la surface intérieure de la couche, estimées suivant 
ta ligne ijui joint ces points, est représentée par 4~mpe. 

On voit de plus que si la couche jouit de cette propriété de 
n'exercer aucune attraction sur tout point de son intérieur, 
l'attraction normale à sa surface extérieure sur le point 
correspondant de ce Lie suifaie sera représentée par 4 T.mp e, 
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ce qui est une généralisation du ihéorème précédent, rela- 
tif à la couche ellipsoïdale, eu égard à la propriété démon- 
trée au n° GO. 

68. Calcul rie Va/traction dun ellipsoïde homogène 
sur un point extérieur. — Supposons que la couche dont 
nous nous sommes occupé au numéro précédent repré- 
sente l'homofocale passant parle point attiré m de l'une 
des couches à surfaces semblables, dans lesquelles on peut 
supposer l'ellipsoïde décomposé. Soient OQ = P' [Jig. 5 } 
la perpendiculaire abaissée du centre 0 de l'ellipsoïde sur le 
plan langent en m ; i le point d'intersection du rayon Om 
avec la surface intérieure de la concile passant par m; 
■/, a' les demi-axes de celle surface, dirigés suivant Oz, 
O y, Ox\ y, jâ, a les demi-axes correspondants de la couche 
de l'ellipsoïde, ayant les mêmes foyers que la précédente ; 
dy',dy seront les épaisseurs de ces deux couches suivant Oz. 
Les triangles semblables min, OQm donnent 
_ QQ. mi _ P'dy' 

'~ Om - y ' 
on a d'ailleurs, x, y, z étant les coordonnées de m, 

V* = — ' ■ - ■ , , 

_ _i_ _i_ il 

«" r" 7" 

sur ce point, estimées suivant Oz, Oy, O;, sont donc, 
d'après le numéro précédent, 

Si on les multiplie par on aura (66) les compo- 

santes liZ, r/Y, d\ <lc la couche hnmolbcaic de l'ellip- 
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soïdc sur le point m, et il vient ainsi, en rcmplaçatil de 
plus le rapport par son égal — 'j 

d Z = — fyxpm — , , 



Soient c,b,a les demi-axes de la surface de l'ellipsoïde, 
[larallèles à Oz, 0) , Ox, c élanl le plus pelit; posons 

* _ „ _ .„ 1 _ . 



(0 ='«'+^ + ^ = v. 

équations qui permettent d'exprimer y, par suite (3. a, 
a', (5', y' en fonction de u. Enfin on a 



exprimer dy au moyei 



de du. on obtient 



■apport è M, pour 



P''ii-/ = i''ilu. 

A l'aide de ces d i lié i entes relations, cl en introdiiisaul la 
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abc de l'ellipsoïde, on 



,iY= - 3Mm-£ L , 

■ (,+!•«>)' (H-V'a')' 

rfX= - 3 H«.i ■ 

° (i-t-V'u'J 5 

Le demi-axe c', déterminé par Oz, de l'ellipsoïde lunno- 
local avec le proposé passant par le point m, sera donné 
par l'équation 



qui ne peut fournir qu'une seule valeur positive pour c'*, , 
li^s valeurs négatives se rapportant aux hypciboloïdes lio- 
mofocaux. Les limites de u étant o et -i on a, en définitive, 

3 M "'- r*' " ,d " 

3 M m* / lC ' 'i*<la 

' 1 (.-i->'«') ! (t + V"«T 

La rechcrtlic de ces trois intégrales se ramène à celle de 
la suivante, 

3Mm /"'' «></« 
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qui ne peut, en général , s'exprimer qu'au moyen des fonc- 
tions elliptiques ; car on reconnaît sans peine que 

— - *~ 

Lorsque l'on aura X = X', il ne faudra faire cette suppo- 
sition qu'après avoir effectué les différen lia lions par rap- 
port à X et X'. 

Si le point attiré se trouve à la surface de l'ellipsoïde, on 
a p = i, et les limites des intégrales (i) sont zéro et l'unité. 

Ellipsoïde de révolution aplati. — On a b — a ou 
X' = X-, les intégrales s'expriment alors, par l'intégration 
par parties, au moyen d'arc lang, cl l'on trouve 

/ „ _ Mm! (\e Xe\ 

* , , ] v 3 Knj / lc *«" \ 

/ „ 3 ttmx l \c \tà \ 

formules dans lesquelles on devra supposer c J = c quand 
le point se trouvera à la surface même de l'ellipsoïde. 

Ellipsoïde de révolution allongé. — On a c = b, d'où 
X = o; l'intégration par parties conduit aux valeurs sui- 
vantes, dans lesquelles le signe log se rapporte aux loga- 
rithmes népériens : 
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69. Attraction, sur un point de sa surface, d'un cl/ip. 
so'iele de révolution assez peu aplati pour que l'on puisse 

Supposons que l'on fasse passer le plan jOz par le point 
attire, ou que x= o; les deux premières formules (a) 
donnent, en y faisant a = a' et en négligeant la quatrième 
puissance de A, 




dont la résultante G a pour valeur 

, ■ ■ , W m ,— T 3 !*(** + ai-Mi 

L'équation de la courbe méridienne est 

cl l'on a, en appelant / la latitude du point attiré ou l'angle 
aigu que la normale à la surface en ce point fait avec Oj , 
et 

d'où, en négligeant les termes en 1*, 




or 

t'+y= t? (I + V) - Vz' = c'(i+l']- Viin>I(t* + y'), 
d'où 

i' + r ' = c'(t l'sin'/), 
et l'accroissement de la pesanteur à la surface de l'ellipsoïde, 
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en .'[liant de l'equateur aux pôles, est pi ■npoi -uounul au carre 
du sinus tîe la latitude. 

Ce résultat peut s'appliquer ;'i la Terre, considérée 
comme une masse fluide homogène, pour trouver la loi de la 
variation de la gravi té. résultant de l'aplatissement aux pôles. 

70. Remarque relative à l'attraction des ellipsoïdes 
hétérogènes. — Considérons nu ellipsoïde composé de 
couches semblables homogènes, in;iis dont la densité varie 
de l'une à l'autre suivant une loi déterminée que l'on 
pourra représenter par 

On a, d'après ce qui précède, 




il sera donc possible d'exprimer p en fonction lie u, cl il suf- 
fira, pour obtenir les composantes de l'attraction, de faire 
passer celle valeur de p sous le s'\^tic j" àans les formules (i). 

71. Attraction d'un cylindre ellipsoïdal homogène 
indéfini sur un point extérieur. — Pour obtenir les com- 
posantes de celle attraction, il suilil de remplacer, dans les 
forant* (.), M par sft „U;, r i r .a-f{, +;•)'■[, +v)i, 
puis de supposer infini ?/oii«;on trouve alors X = o, ce que 
l'on devait prévoir, et 
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Supposons que le point atiicc se trouve à la surface du 
cylindre, ou que ^ = M °" trouve 

z = _ 4 „,.[i±H^i±il*], 

pose 

b 

-=1 ûu v+ t =y, 

formules auxquelles Laplace est arrivé directement dans 
ses recherches sur la figure des amicaux de Saturne. 

§ IV. — Attraction des sphéhoïdes. 

72. Équation aux différentielles partielles à laquelle 
satisfait lu potentiel. — La fonction V de x, y, z jouit 
d'une propriété remarquable, exprimée par mie équation 
aux différentielles partielles, qu'il est fort utile de connaître 
dans l'étude de l'attraction des sphéroïdes. 

En conservant les notations du n° oti, on a 



cl si Ton 

(4) 



i56 
et 
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«Si 



-yi' 



'•>' 



i '—•>■ - 



c'est-à-dire que V se compose d'une somme de termes sa- 
tisfaisant tous a l'équation linéaire ci-dessus aux différen- 
tielles partielles; il vient donc 

d*V d'V d'V 

Telle est l'équation cherchée, qui sera applicable à tout 
point ne faisant pas partie du corps attirant, puisque, la 
distance des molécules ne pouvant devenir nulle, les diffé- 
rentielles premières et secondes de - sont toujours finies 
et déterminées. 

à-dire comme remplissant complètement toute portion de 
volume d'un corps, quelque petite qu'elle soit, la formule (i) 
ne peut plus s'appliquer au cas d'un point faisant partie du 
corps, puisque pour les molécules conliguës on a r= o, 
.r= x', y =y', Z= 2', et qu'alors les différentielles ci- 
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dessus de - se présentent smis une forme indéterminée. 

En considérant ce cas, concevons une sphère enveloppant 
le point attiré m, et dont le rayon soit assez petit pour que 
la matière qu'elle renferme puisse être regardée comme 
homogène. La portion de V relative à la masse du corps 
extérieure à la sphère satisfera à l'équation (i). En dé- 
signant par a, (3, y les coordonnées du centre de la sphère, 
on a (GO), pour les composantes de l'attraction qu'elle exerce 
sur m, 

-l^p^-fi), — |««»p<* — y), 

dont la somme des dérivées partielles prises respective- 
ment par rapport à X,J, z es! — famp. On conclut de là 
que V satisfait dans l'hypothèse actuelle à l'équation au\ 
dill'éi ruiielles partielles 

d'V d'V rf'V 

Substituons maintenant aux coordonnées rectangulaires des 
coordonnées polaires, et soient { (tg. 3) 

a la distance du point attiré m à l'origine O, choisie dans 

l'intérieur du sphéroïde; 
0 l'angle formé avec 0; par le rayon vecteur a; 
a l'angle formé par le plan mené par a et Oz avec le 
pl.njO*; 

a', Ô', n' les grandeurs analogues à a, 0, pour un 

point m' du sphéroïde. 
Posons de plus 

L'élément sphérïquc correspondant à m' (58) sera 
du = sinO'rfS'do', 
de sorte qu'en appelant p la densité du corps au point m', 
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un peut prendre 

m' = sa" dada' — — pu''da'd[i du' . 

Pour tout le volume du enrps, on devra intégrer par rap- 
port à 0 entre les limites o et ïtou entre pt= i, [t = — i 
cl par rapport à n entre les limites o et it.. 

Si I'od remarque que le cosinus Je l'angle formé par t 
avec a' est donné par 

p= eus 8 cosfl' + sin 0 sinS' cos( o — o'), 
on a, pour la distance mm , 



Enfin, si on laisse de côté lo fadeur m de V, pour simpli- 
fier l'écritore, ce qui revient « ne considérer que l'accélé- 
ration duc à l'attraction, il vient 



m' [ym'j ci>5'/-t-^in'j sin'j' cos(a- n' ;]-.( 



et comme on a 

(a) s = ncosS, J- — isinG cosa, jr = asmOsinra, 
l'équation (i) devient (*) 

l ( 7G r ~ l " C ° S ./5 + sin'B </o ; + " (/«' — " 



(3) 



I d V, r ,/V l x. 1 rf ' V ' /!flV 



ir lia.nriVr.'iiLîrl!.-!. ii.nli. llrs -. , - , - °, il uc liai faire varier 
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1.'). Développement on série ,1e C attraction d'un sphè- 
roï/le sur un point. — Si nous supposons que le sphéroïde, 
est entièrement, compris dans la sphère déoi île (lu point O 
comme centre avec le rayon Qui — a, ou si, dans le eus 
contraire, nous ne considérons <[ue la portion du sa masse 
comprise dans cette sphère, a' sera plus petit que a ou lui 
sera au plus égal. Dans cette hypothèse de a >-<i', ou pourra 
développer 

= j i— a ^ fo.' -i- /r-"P ces (o — 0')]+ °— J 

en série convergente suivant les puissances ascendantes 
de — ■ Le coefficient. Y„ de (— \ sera une fonction entière 
et rationnelle de 

V = 2^T y dn 'j j ?«''+' '!<•' ■ 
Si l'on représente par V, le coefficient de dans la sé- 

qpo J Juin Its l'iproisiorn île:-, eus 0, tanno icmiIUiuI Ji^.ï pnlinns («], co 
qui uoduo 

i - «s 9 il ^ _ — = 0 

Kll iliflijri-niîriiildi! nnuitKill, ■ f I " aurii^-r 1 i^l ili' la lUiuili' maiiii'ri-^-v! -~. 
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rie V, on aura 



En substituant dans la seconde équation (3} le déve- 
loppement de V, cl égalant à zéro les coefficients des diflé- 

reuies puissances de -j on trouve que V„ fonction entière 

et rationnelle de u, v 7 1 — p'cosa, y' i — u* sinn satisfait à 
l'équation aux différentielles partielles 

à laquelle satisfera également Y„, puisque cette fonction 
n'est autre cliose que ce que devient li, quand le corps 
attirant se réduit à un point. 

Nous désignerons sous le nom de fonctions sphèrîques 
les fondions telles que II,. dont nous déterminerons plus 
loin la forme générale pour toute valeur de l'indice v. 

Le développement de r - ', suppose que i; mais par 

suite de l'intégration, la série qui en résulte pour V ne cesse 
pas d'Être convergente, lorsque — — i. Pour établir ce 

théorème, il nous suffit de prouver directement que V 
est toujours dévcloppable suivant les puissances ascen- 
dantes de -) lors même que pour certains points du sphé- 



Soiti/ l'angle formé par le plan mOm' avec un plan 
fixe passant par Oui; l'élément spliérique correspondant 
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àpuiq étant — df>dq,\ peut se m «tire sous la forme 



Or on a, en intégrant par parties, 




il en appelant rî l'angle m'Ont, ou posant p — eus'j, 

= [,_i( coso - + ^— rinJjj'f.-Jtco.J-^aa)]'. 

Les deux facteurs de cette expression sont développai) les 
en séries convergentes, d'après la loi du binôme, lors 
même que ^ est égal à l'unité (*). 

Le produit de ces deux séries, ordonné suivant les puis- 
sances ascendantes de — i sera également, dans les mêmes 
conditions, une série convergente; car une pareille série 
ne cesse pas d'être convergente lorsqu'on la multiplie par 
une somme de termes dont la valeur est finie; et par une 
raison aussi simple, une double ou une triple intégration 
ne peut pas altérer la convergence de ce produit. Donc, en 
définitive, le développement en série de V suivant les 

puissances ascendantes de - sera, non- seulement couver- 
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gent lorsque le sphéroïde possédera des points également 
distants de l'origine que le point attiré, mais encore 
lorsque le point viendra se placer sur sa surface. 

La composante de l'attraction suivant le rayon a, ou 

est également développable en série convergente suivant 
les puissances ascendantes de -» dans les mûmes conditions 
que V. En effet, en intégrant par parties, on a 

et, d'après ce qui précède, le développement est possible 
pour le siicond ternie de cette expression. Or, pour une 
même valeur den', les limitesde p sont fonction de t/, et ré- 
ciproquement i] peut être considéré comme une fonction de 
l'une ou l'autre de ces limites. Il résulte de là que si // 
représente l'une des limites de p, l'intégrale 

pourra être remplacée par une autre de Informe 

la fonction [p'] pouvant renfermer a', et une intégration 
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par parties prouvera, de la mètne manière que tout à 
l'heure, que celle- expression est dévcloppable en série 
convergente suivant les puissances ascendantes de — > lors 
même que le maximum de ce rapport peut atteindre l'u- 
nité, ce qu'il fallait établir. Si donc ou connaît le dévelop- 
pement de V, il suffira de le diiiérentier pour avoir celui 

de — ■ 

Pour la portion du sphéroïde extérieure à la sphère de 
rayon «, — sera au moins égal à l'unité, et l'on pourra dé- 
velopper r~' en série convergente ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de -71 et l'on aura 

Y, représentant la même foneliou que ci-dessus. Dési- 
gnant par Ul'' le coefficient de o* dans le développement 
de'V, on aura 

UÏ' étant une ibnclîou sphérique d'indice v. On s'assurera 
de la même manière que tout à l'heure que la série qui 
représente V est toujours convergente, ainsi que sa dérivée 
par rapport à a. 

S'il s'agit d'un point intérieur à une touche matérielle, 
les formules (4) s'appliqueront à la portion de celte touche 
extérieure à la sphère de rayon a, et les formules (ci) à 
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l'autre portion du la masse. La réunion des deux valeurs 
de V donnera l'expression totale du potentiel pour la niasse 

Les corps célestes affectant des formes peu différentes de 
celle de la sphère, nous sommes conduit à chercher ce que 
deviennent, dans ce cas, les formules précédentes. 

7-i. Attraction d'une coucha homogène infiniment 
mince, terminée par deux surfaces sensiblement sphé- 
ricités sur un point de la surface extérieure. — On peut 
considérer l'action d'une pareille couche comme la diffé- 
rence des couches qui seraient limitées intérieurement par 
la sphère inscrite à la surface, el extérieurement, l'une par 
la surface extérieure de la couche proposée, l'autre par sa 
surface iulérieure. , _ 

Supposons, par exemple, que la jîg. 7 représente la se- 
conde de ces deux couches fictives; et soient O le centre 
de la sphère; a son rayon; m le point attiré supposé très- 
voisin de la surface extérieure de celte couche-, n, »' les 
points où le rayon Ont rencontre la surface extérieure et 
celle de la sphère ; e l'épaisseur Irès-pelite tin' de la couche 
en n ; ma, ma, les tangentes menées du point m à la sec- 
tion déterminée par le plan de la figure, dans la surface 
extérieure, a, a, étant les points de contact ; mb, mh t , les 
tangentes analogues menées au cercle intérieur, rencon- 
trant la courbe précédente en %, b et « ( , b lt les points de 
contact étant en a' et a\ ; à l'angle formé avec Oui par un 
rayon quelconque mq, compris dans le plan de la figure : 
ce rayon rencontre les surfaces extérieure et intérieure en 
p, «7 et p', <f. 

D'après ce uue nous avons vu (67), le segment 
(bain, b i a l m), et à plus forte raison une fraction de ce seg- 
ment, n'exerce sur m, suivant mO, aucune attraction. 
La composante de l'attraction, parallèle à la même direc- 
tion, du segment n'a a, a', sur m peut être considérée comme 
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la différence de celles que produiraient les segments a' ma, , 
«ma,, et. l'on a, d'après le numéro précité, pour cette com- 
posante, 

ï nf{mn' — mit ) = ixpe. 

Considérons maintenant le segment dbb^^ et appe- 
lons u la longueur qtf, et dm l'élément sphérique mesu- 
rant l'ouverture du cône élémentaire issu de m et corres- 
pondant à mq\ la composante suivant mO de l'attraction 
de ce segment sera pj" udia cosj, et en désignant par a 

la distance Om, on a pour la composante de l'attraction 
totale 

On reconnaît facilement que te potentiel est du secoud 
ordre ou négligeable pour le segment a! a.x,a\, et que pour 
l'autre segment a'bb,d l il a pour valeur 

en négligeant le carré de u\ et on peut prendre, en conti- 
nuant la même approximation, 

mq' = n'q'= a* cosd. 

On a donc 

V = 2Ap j U COSJ^OI, 

et enun 

( 7 ). V+3A^=— ^CAp. 

Pour la couche formée par la sphère et la surface exté- 
rieorede la couche proposée, on aura une équation pa- 
reille, et, en la retranchant de la précédente, on retombera 
sur une relation de la même forme. Donc l'équation (7) 
s'applique à une couche homogène infiniment mince quel- 
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conque, pourvu qu'elle soit peu différente de la forme 
sphérique, e représentant son épaisseur suivant le rayon 
mené au point attiré. * 

75, La même formule s'applique également à la différence 
des attractions d'un sphéroïde peu différent d'une sphère el 
de cette sphère, en considérant l'épaisseur e comme posi- 
tive ou négative, selon qu'elle correspond à un point de la 
surface, extérieur ou intérieur à la sphère. Pour s'en con- 
vaincre, il suffit de retrancher, en négligeant les termes du 
second ordre, les résultats del'applicatiou de l'équation (7) 
à deux couches infiniment minces limitées, l'une par la 
surface du sphéroïde et sa sphère inscrite, et l'autre par 
celte sphère et celle qui détermine l'excès sphéroïdal pro- 
posé. Si l'on fait passer la sphère par le point attire, on a 

et comme, pour la sphère entière de rayon a, on a 



est applicable à toute la masse du sphéroïde. 

76. Attraction d'une r.ouche homogène très-mince, 
peu différente de la forme sphërique sur un point de sa 
surface intérieure. — En négligeant les termes du setond 
ordre, la valeur de V est la même [fîg- 5) pour le point n' 



point m est égale à la même expression correspondant au 
point n augmentée de 4ipe (*»7). 11 sullit donc, pour 
avnir la relation cherchée, île remplacer dans l'équa- 
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, . dV d\ . , 

lion {7} — par — ^ H- 4* r , e> ce qui donne 

(8) v + „g = 4,, t .. 

77. Développement en série de l'attraction d'un sphé- 
roïde homogène peu différent d'une sphère sur un point 
extérieur. — Le tout se réduit à calculer la valeur de V 
relative à l'excès du sphéroïde sur la sphère de rayon A. 

SI le point est très-voisin du sphéroïde, il pourra se 
faire qu'une portion de cet excès soit extérieure à la sphère 
de rayon A, portion à laquelle on devra appliquer les for- 
mules (6), tandis que pour le reste de la masse, on devra 
employer les formules (4). 

Soient a' = a(i -H z') le rayon de la surface du sphé- 
roïde correspondant aux angles S' et a'; a (n- z) le rayon 
déterminé par la direction de a, c'estrà-dirc celui pour 
lequel on a 0' = G, o' = a. Nous supposerons que z' et ses 
dérivées sont des quantités assez petites pour que l'on 
puisse en négliger les puissances supérieures à la première 
et les produits entre elles. Nous pourrons ainsi remplacer 
dans les premières formules (4) <~X (6) les puissances de a' 
par les mêmes puissances de A, ce qui donne 

ni' 1 a' = p a £ ' 1 d o' j' + ' d |t' j-ï, da' . 

Si l'on ajoute ces deux expressions, l'intégration, par rap- 
port k a', du second membre de l'équation obtenue devant 
s'étendre à l'ensemble dos deux portions de l'excès splié- 
roïdal, ou à son épaisseur totale \ z\ il vient 



(9) ~. +*'Ui"-[>» 5 jf **** 
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Or, des secondes forma! es (4) et {6) on lire respective- 
ment 

Sî le point attiré est situé à la surface du spliéroïde, ou 
■si a = a (i-f- 2), la première de ces expressions est égale 
à — 4îrpA*î (74), et la seconde est nulle (75). On a donc, 
en relranchant la seconde de la première et supposant 
a = a dans le résullat, 

M 4.p.'= = 2( 1 -fe + ''uS")("+']i 

mais la fonction 



satisfait comme chacun de ses termes à l'équation aux 
différentielles partielles (5); d'où il suit que z et en gé- 
néral une fonction quelconque de p. et de ra, pour toutes les 
■valeurs de ces variables comprises respectivement entre — 1 
et + 1 et o et sr, pourvu qu'elle reste finie, est développai/le 
en une série limitée au non de fonctions sphèriques : s peut 
en effet èlre considéré comme une fonction quelconque 
do fi et ts, qui reste finie entre les limites ci-dessus, mul- 
tipliée par un fadeur eonstant^ussi polit que l'on voudra. 
Si l'on pose z=f(p, a), on aura, d'après les équations 

(»)«(•)< 
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ce qui donnera le moyen de développer la fonclion/{fi,[j) 
sous la forme ci-dessus (*). 

On a, pour tout l'excès sphéroïdal, relativement au 
point considéré de la surface, 

M "=i 

mais si l'on suppose z développé en fonctions sphériques 
dont nous désignerons par Z„ celle d'indice v,ou si l'on pose 

on déduira de la comparaison de celte formule avec lequa- 
lion (c), eu égard à h relation (9), 

Cl j 

Ces formules sont également applicables au cas où le point 
attiré étant extérieur, est cependant assez voisin de la sur- 
face du sphéroïde pour que l'excès sphéroïdal soil coupé par 
la sphère de rayon a; car pour la valeur Va»!]^ 1 de V rela- 
tive à la partie extérieure de cette sphère, on peut toujours, 
en négligeant les termes du second ordre, supposer a = a, 
comme pour la partie intérieure, et l'on retombe sur les 
formules (y) et {d) d'où résultent les relations (1 1). 



{■) M. Ujoune-Diricblet {Journal de Oelle. l. XVII) cl M. O. Bonnet 
011! donne chacun success ivorn en I une démonstration directe el ivutlieliiiue 
de ce théorème dil o La place, à l'abri do toute objection. Mais il est regret- 
table que ce modo de démonstration ne conserve aucune traça do ta juaiihc 
qui a conduit à celle découierle l'illiulrc auteur de la Mécanique céteitc. 
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Remarque. — Si a, p, y sont les trois demi-axes prin- 
cipaux d'un ellipsoïde, ut r son rayon vecteur, on a pour 
l'équation polaire de 5a surface 



Si cet ellipsoïde diffère très-peu d'une sphère d'un rayon 
égal à a, on trouve facilement, en négligeant le carré de la 
différence, que 



£,£*, e" étant des constantes de l'ordre 



— y P-y 



on voit ainsi que ou c se réduit à la fonction Z,. 

Si l'on a s — t', l'ellipsoïde est de révolution amour de 
l'aie Oï, et il vient 

=isin'0 -f- ("cos'8 =j -t-ji'tf" — 1). 

78. Propriété remarquable des fonctions sphèriqties. 
— Avant d'aller plus loin, nous allons démontrer une pro- 
priété importante des fonctions telles que U„ qui nous 
sera fort utile dans la suite et qui consiste en ce que 

U», étant deux fonctions sphériques d'indices diffé- 
rents v, v'. En effet, en multipliant l'équation (5) par 
Yfïttndft, et intégrant par rapport aux variables y. et o, 
il vieut 
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et l'on a de même 

' Ai 11*** 



d'où, par différence, 




expression qui s'annule entre les li miles +i et — i dep, cl 



qui s'annule également entre les limites o et st: de o; car 
d'après la forme entière et rationnelle des fonctions U„ W,,, 
par rapport à cos rs, ces fonctions et leurs dérivées par rap- 
port à et prennent les mêmes valeurs pour ces deux limites, 
d'où résulte le théorème énoncé. Si u = /, le coefficient 
de l'intégrale du premier membre de l'équation [f] est nul, 
et on 11e petit pas conclure de la démonstration précédente 
que cette intégrale est nulle. Elle a en elfel une valeur dé- 
terminée dont nous rechercherons l'expression à la fin de 
ce chapitre. 
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On tire de là celte conséquence 

lorsque v est différent de zéro, puisque l'unité satisfait à 
l'équation (5) et n'est autre chose que Y 0 . 

79. On voit aussi, en remplaçant dans la seconde équa- 
tion (h), a' par son développement s' = ^Z' / , 7/ v étant 
ce que devient Z y lorsqu'on y change en u/ut n en o', que 

" 3| z -=*-i^X"''"'/-T z '- r -'"'' i 

car Y, élant symélriquc par rapport à fi et fi', et et u', est 
une fonction sphérique de l'ordre v en p.' et o'. 

80. Pour un point attiré extérieur au sphéroïde, on em- 
ploiera la formule 

dans laquelle, d'après la formule (9), le théorème (78) et 
l'équation ( i3), U, a pour valeur 

V, = p ï'+'j dm J"*"' Y,ï' dp.' 

On a doni: enfin, pour l'excès sphéroïdal, 
et pour le sphéroïde entier, 

(,5j v = |, f i' + 4. f .-i~-^ 7 - 
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Propriété des fonctions X„ — Si l'on suppose 
1 — — cos 9 -H ~i et nous dési- 



V 7 



Sucrons par X, le coefficient de ^J-J*» dans le développe- 
ment de ce radical ; celte fonction de S n'est évidemment 
auire chose que ce que devient Y, en y supprimant tous les 
termes en ra — et", et en y faisant & —a. La fonction X, 
satisfait donc à l'équation dilTérentielle 



déduite de l'équation (5) où l'on supposerait Y, indépen- 
dant de n. 

Si T v est une autre fonction semblable à X* d'indice dif- 
férent de v, on a * 
f X.T/rfp^o. 

Cette propriété résulte de l'équation (f), en y supprimant 
l'intégration et les dérivées relatives à o, et en y rempla- 
çant ensuite U„ W, par X a et TV. 

82. Simplifications que l'on peut faire subir au déve- 
loppement en série de l'attraction d'un sphéroïde homo- 
gène peu différent d 'une sphère sur un point extérieur. — 
Supposons que l'on prenne pour origine des coordonnées 
le centre de gravité 0 du sphéroïde, et pour la sphère celle 
qui lui est équivalente en niasse ou en volume. Le volume 
du sphéroïde sera, eu égard à l'équation (13), 

d'où Z', = o, d'après l'hypothèse admise. 
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La fonction 71, est, comme la fonction Y„ une fi 
linéaire Je sinffcoso', sin? sin n', cosC, ou est de la forme 
Z\ = a sin O'cosn -+- p sin O'sînn' ■+■ y cos 0' 

a, |S, y étant des constantes, £, f les coordonnées rectan- 
gulaires de l'élément de masse dm tle l'excès spliéroïdal, 
correspondant aux angles ? cl a'. 

Pour que le point O soit le centre de graïilé du sphé- 
roïde, il suffit qu'il soit celui de l'excès spliéroïdal, ou que 

J \dm — o, Jr.tim = o, f l - d '" = °' 

11 vient done, en multipliant l'équation ci-dessus par 

dm=p\';' dm' rff*', 
et intégrant, v 

p J * da ' j t^d^'ss^ (y a j^/lm + p jr,dm + i j"i;dmj = 

L'intégrale du premier membre se réduisant à (78) 

dont tous les cléments sont essentiellement positifs, il faut, 
pour qu'elle soit nulle, que Z', = o pour toutes les valeurs 
de ff et nr 1 , ou que a = o, |3 =ro, y = o, quels que soient 
d'ailleurs 0 et n ou la position du point attiré par rapport à 
celle du sphéroïde. 

Ainsi la double hypothèse que nous avons faite permet 
de supprimer les deux premiers termes de la série qui re- 
présente z. 

83. Attraction d'un sphéroïde très-peu différent d'une 
sphère sur un point de son intérieur. — II suffit, pour dé- 
terminer celte attraction, de calculer celle de l'excédant du 



sphéroïde sur la sphère. En admettant qui,' le point attiré 
soit compris dans l'excès sphéroïdal, on emploiera respec- 
tivement les deux formules (10) pour les portions inté- 
rieure et extérieure à la sphère de rayon a. Or le second 
membre de la première est nul (71), celui île la seconde 
est égal à 4~\'z. Si donc on y suppose a = a, que l'on re- 
tranche la seconde de la première, on retombe sur les for- 
mules (c), (d) et (i i) établies plus haut, et l'on trouve, au 
lieu de la formule (i4). 

Pour avoir la valeur complète de V relative au sphéroïde 
entier, il faudra tenir compte de l'action de la sphère de 
rayon a, et de celle de la courbe spliénqui: d'rp.ïiv-cur 
k — a, ce oui donne la somme | spn* + v-p (a* — a*), et 
l'on a par suite 

( ,6( r= f ^„.-!„.' + 4...-is-^ 

84. Attraction des sphéroïdes composés île. couches 
homogènes peu différentes de la fonne sphèriqtte. — 
Soient a(i + z) le rayon d'une couche d'égale deosilé du 
sphéroïde, p celte densité qui est uniquement fonction 

lie i; z est une fonction de la forme ^ Z,, Z y pouvant 

dépendre de a. L'attraction sur un point extérieur exercée 
par la couche de rayon </[a(i -Hz)] s'obtiendra en diffé- 
ren liant par rapport à a la formule (c5), en considérant p 
comme constant, ce qui donne 



■ 



->"] 
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il vient par suite, pour li' sphéroïde entier, a, niant la va- 
leur de a à la surface, 

( ''' v=4 i : X" ,f *'''" +4 *2^X" < 'T 

Pour avoir la valeur de V relative à un point intérieur, 
on déterminera d'abord la parfie de celte Ibnetion corres- 
pondant à toutes les couches auxquelles le point est exté- 
rieur, et qui sera donnée par l'équation précédente, en y 
remplaçant la limite a, des intégrales par la valeur A rela- 
tive à la couche sur laquelle ce point cal sïlué. On obtien- 
dra la seconde partie de V en différentianl l'équation (16) 
par rapport à a, p étant considéré comme constant; puis 
on intégrera entre les limites a, a = A,, et on aura en 
définitive, pour l'attraction totale du sphéroïde, 

('71 

formule dans laquelle, les différenlialions et intégrations 
étant effectuées, on remplacera a par a (1 -H ), ou du 
moins dans le premier et le tt-oisième terme, et tout sim- 
plement par a dans les deux autres, puisque l'on néglige le 
carré de a. 

85. Attraction d'une couche homogène d'une épaisseur 
quelconque, limitée par deux surf aces sensiblement sphé- 

riques sur un point intérieur. — Soient 4 + 1 V Z„ 

a'-+-a'^Z' v les rayons des surfaces extérieure et inté- 
rieure de la coui'he; comme nous pouvons supposer que 
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les constante* Z„, Z, sont comprises dans *, a', il est iuu- 
lilc de les écrire. 

F,n plaçant l'origine au centre de gravité du sphéroïde 
limité par la surface extérieure, nous aurons Z, =; o. 

Les valeurs de V relatives aux sphéroïdes limités respec- 
tivement par la surface extérieure et la surface intérieure 
de la couche considérée sont (83) 

d'où, pour la différence,' 

Pour qu'un point quelconque placé dans l'intérieur de 
la couche soit également attiré de toute part, il faut que V 
soit indépendant de a, et, 6, ou que 



Si la surface extérieure est elliptique, s se réduitàZ, (77), 
et par suite z' à la fonction Z, donnée par la formule 

Z, 

Les rayons tfi + Z,), k'{t + Z,) étant dans un rapport 
constant, les deu* surfaces sont semblables, ce t|ui est 
conforme au résultat obtenu au n"67. 

86. Détermination ,lc In forme générale des fonc- 
tions Y,. — Dans tout ce qui précède, nous nous sommes 
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ifirvi des Jonctions Y», sans nous préoccuper de leur déter- 
mination. Nous allons maintenant chercher à arriver à la 
forme sous laquelle elles se présentent, en employant la 
méthode de Jacobi (*), qui est la plus simple el la plus 
élégante de celles qui ont été proposées jusqu'à ce jour. 
Nous prendrons pour point de dépari l'identité 




('représentant v' — 1 , el A, B, C des quantités indépen- 
dantes de la variable a. Nous rappellerons de plus que Y, 
est le coefficient de k J dans le développement de 



V / i~3i[ I ™ecosa'-+-si.iOsinB'ros(o — 0')] + *' 
Si l'on pose 

A = cosS' — k cosS, 



C = Si«6'sinTj' — AsinO sino, 

les deux expressions (a) cl ((S) sont identiques el l'on h 
par suite 



cose' + isio 6'cos(o' — «)— i[cos6-i~;&inecos(o — 

Développant le second membre de cette égalité suivant les 
puissances ascendantes de A, et identifiant les termes sem- 
blables, on trouve 



X 3 *[ cosS + 
[cosS'-H 



isin9cos(g 
-Msine'co*(o' — ■}]■+*' 
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S ( h cul 

" [co S 9 + / S in0co S { n -a)]- 

=x,+ a <x;c«| 0 _«)- 9 x: «»»{._.)..., 

= + cos( D ' — «) - 3 p; cosafy -*)... 

les développements suivant les cosinus dus multiples de 
u — a, u' — a des deux facteurs qui se trouvent sous le 
signe j'; il vient, en effectuant l'intégration, 

(i) Y, = P,\,~ aP^X'.coifo — a')-*-aP;x",cosa(o~B').. . 

Les fonctions Pi'"', Xi"* de S' et 9 sont identiques, à un 
facteur numérique près; car d'après la forme du radical f/3), 
S et fl' doivent entrer symétriquement dans les coefficients 
des puissances de cos (o — u'), ou, ce qui revient au même, 
dans ceux des cosinus des ans multiples de rs — a'. 

Pour ff= o, on a, en ayant égard au premier des déve- 
loppements (yf, 

Y* = -£-j' [eosi-r-/sinBcos(o — — X»; 

X» est ainsi le coefficient de k" dans le développement de 

(i_ a *co«<H- *•)-*. 

En supposant fi = o, oti trouve de même P y =Y„, 
et P, est le coefficient de À"' dans le développement de 

( i — a* cos ff + k' )~ K d'où il suit que P„ et X, son t deux 
fonctions complètement identiques, l'une en 6', et l'antre 
en 6. 
Posons 

coafl — y., isinfle flI = i; 

on a 

aifrnsB -t- i sînOrnsa) — [fi -f- — I, 
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d'où, d'après la première équation (y), en y changeant 

[(j* -+- ;)'— i)" = a'x'jrosO + isinGmsz}" 
a' i' [X, + i X', c' " — ' X» c J >* — ..;+/ X, e- X', (■-"■-... ) 

Les fonctions Xi™' ne renferment que fi, et le coefficient 
de esl 



sin " 9 ifti-rt- 
Or, d'après la formule de Taylor appliquée à [(fi-+-z)* — i]™> 
ce coefficicnl a aussi pour valeur 

Il ïïenl donc 



i.3. .(,. 



^ i.a.3. ..(» + «) ( H 5i? 
Il ne nous reste plus maintenant qu'à déterminer la forme 
des fonctions Pj,*'. Si l'on pose 

cosS'= i sinG'e'* = e', 
il vient, en vertu de la seconde formule (y), 
[( [1 ' +[ ')'_ 1 j-(»-^i) = ( 2S ')-{wi I (cos6'+^sinO'cosI)-l' +,1 

— P'„ »înfl'.»'- , + P^in'Bï'-»— 



Dmti;od b, Go 



tt le coefficient de i'-M-'H- du développement est 

Mais si une fonction de {z? -+- j*') est développable en série 
ordonnée suivant les puissances entières, positives et néga- 
tives de a', étant le coefficient de a'~'" +11 , celui de 

/ ,„ '-2-3...( m) / rf-«- tw , \ 

( ,. 3 . 3 ...v ^ 3?= j' 

Or le coefficient de z'-f'+'l est 2-<' +1 >P„; par suite, celui 
de z'-t'+"+- a pour valeur 

* ' i.a.3...v dj»'»' 
cl en l'égalant à celle (e) que nous avons trouvée plus 



( ■ ) En elTel, Mit 

/l* -*■?')=:+ .,«' +«,." +...-+..,.» 

. .-t--- 1 ^-"+. . . 

Dilfércnlianl par rapport ù /, puis par rapport* i',el Mntjllul lea résultat», 
on Irouie 

«■ainsi de mile. 
Ud déduit de là 
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liaul, od obtient 

Pi ., =( _, ) , ,.^ ï l, r , (l _^^, 

etcommeX,ct P, sont deux fondions identiques, l'une en ft, 
l'auirc en fr*, on a 

d-tf>-,)> 

'~ V.l .9.3....rf(i" 

Il vient donr, en se reportant à la formule {3), pour l'ex- 
pression de Y,, 

i.3...(, — « Q 



-2S 



87. Farine générale îles fondions sphèriques. — La 
forme générale de U„ s'obtiendra en multipliant Y, par une 
Jonction arbitraire de p.', n', puis intégrant par rapport à 
ces deux variables de — î à + i pour la première, et de o à 
air pour la seconde. On arrive ainsi à une expression de la 
forme 

u, = a 1 ;' x, + 2 ( ' - f ' >* ( *!7 cosm » + si " - » ) • 

lc6 quantités A,"' et li!,"" étant des constantes arbitraires. 

88. Déterminai ion de l'intégrale 

du U,W,</|t, 

U,, W, riant deux fonctions sphériqiies de intime ordre. — 
Soit ♦ 
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on a 

J Coima .cosm' ado = o, J sjn ma . siiim 'o da = o , 
lorsque m est dilférenl de m\ et, dans tous [es cas, 

J flos'mo da = lin'mada = jt. 

Il vient dont 

=.x;'[ 4 .^ : ;|,-,,(^)- 

Soit ce que devient U» quand on y change fi et a en 
ft 1 et ct'; on a de la mémo manière, en ayant égard à la va- 
leur ci-dessus de ï„ (86), et remarquant que X a devient P, 
par le changement de u. en fi', 

I,"-" £'"'■"•■"■' 
-£"["*+|j.-yr(5&y 



i.S .•(.+ ■! 
x(AÏ"».— + B'.->.i.-=)J ; 

or, d'après la formule (i3) du n° 79, en y changeant Z, 
en U„ cette intégrale est égale à ^"jï " l' on P° se cctte 
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égalité el que l'on identifie les coefficients de 
f A'r'coswn -f- B^'sinmo), 

on trouve 

puisque P, se change en X, en y remplaçant u' par fi. Il 
vient donc en définitive 

jT'-jC'""*"-^ 

x [»•*• * f:i>:::i:t:i ■• 

telle est l'intégrale cherchée. 

89. Relation entra les moments d'inertie principaux 
relatifs au centre de gravite d'un sphéroïde peu différent 
d'une sphère. - — Nous supposerons que le sphéroïde est 
composé de couches homogènes peu dit! ère nies de la sphère, 
mais dont la densité peut varier de l'une à l'autre; soit 
a = à (i -H z) le rayon vecleur de l'une de ces couches cor- 
respondant aux angles ô ei a, l étant le rayon de la sphère 
dont elle diffère peu et p sa densité qui ne dépend que de a. 
Désignons par A, Iî, C les moments d'inertie du sphé- 
roïde, par rapport aux axes principaux Ox, Gy, Oz pas- 
sant par son centre de gravité O ; leur somme étant égale à 
celle des masses des éléments matériels des corps multipliés 
respectivement par les carrés de leurs distances à l'origine, 
on a, eu supprimant les accents de a, (i et ra, 
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ou, eu remplaçant n par su valeur »{i + z) et négligeant 
les puissances de a supérieures a la première, 

On trouve (le même 

c =ff /f*'( , -fW"*'4// /fl—rV^-V] 

+jyjf(.-f-)i|.JcJ(.'.), 

d'où 

w (^- (i + B) = -»/// P ( f .-l)^.,.., 
Soil 

i = 2,+Z,4-Zj+ 

le développement de z on fonctions spLuriques, Z, étant 
nul, d'après le li" 82 ; si l'on remarque que fi* — ^ est un 
cas particulier de la fonction Z t) l'équation (a), d'après le 
théorème {78) , se réduit à 

m aC -{A+B) = -3 Jj'Jp^-iy^d^Z,). 

Or, on a, d'après les n'" 86 el 87, en supprimant, pour 
siinplïtier, les indites inférieurs île- ^('eriieients, 1 

+ A(')[i- ji'JïinaiB + Bi 1 ^! — p'Jcosao, 
les coefficients A ! ">, A' 1 ', B (IJ , A'*', B 1 *' pouvant reefer- 

Appelant, comme au n" 82, r,, Ç les coordonnées d'un 



élément du corps, on a 

l = a^t — [i'cosd, 
n = ay i — ji.' sin o, 

el pour exprimer que les axes coordonnés sont dos ases 
principaux. 

y* j~ j"a'^dftduda = o, 
f f 

ou, en remplaçant les coordonnées par leurs valeurs et a 
f//"''"''™"' 1 '' 1 ' '•••'']**" ~ °' 

III' 1 "' fl"""''!''!' +»n**»= °- 

Si maintenant nous ne conservons que la première puis- 
sance de la fonction z de u et de ra, à laquelle nous substi- 
tuerons son développement en fonctions sphériques, el 
si nous remarquons que pv'i — p'cosn, \k<fl — fi'sii.ra, 
(i — ft'Jsîn ara sont des ras particuliers dé la fonction Z,, 
les conditions précédentes se réduisent h (78) 

J j'pfx^t — (i"sinoi/(i'Z,) dftda = o, 
f ff ? U-p-')™™d(*'Z,)dt*J a =o. 
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el en y substituant la valeur ci-dessus de Z,, on trouve que 
A'" = o, B {1) = o, A (,) — o, on que cette fonction se ré- 
duit à 

Z,= A*^(i* — Bf'(i — (i')cosao. 

Portant cette valeur dans l'équation (|5) et intégrant par 
rapport à 11 entre + i et — i , et par rapport à n de o à n, 
on trouve 

En divisant par aC el continuant l'approximation adop- 
tée, ce qui revient à réduire C à la première des intégrales 
qui entrent dans son expression, il vient 

*C-(A4-B) /rfrfà'A') 

Telle est la relation cherchée, qui nous sera utile plus tard 
dans les questions relatives au mouvement des corps cé- 
lestes autour de leurs centres de gravité. 
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CHAPITRE IV. 

DE LÀ. FIGURE DES CORPS CÉLESTES. 



90. Comme nous l'avons déjà fait observer, tout nous 
porte à admettre que, dès l'origine, les corps célestes se 
sont trouvés complètement n l'état liquide. 

En faisant abstraction des attractions exercées par les 
corps célestes sur l'un d'entre eux que nous considérerons 
en particulier, ses diflerentes particules, soumises unique- 
ment à leurs actions mutuelles, ont dû prendre, les unes 
par rapport aux autres, des Mouvements très-variés que les 
frottements, les cliocs et la cobésion ont successivement 
modiiîés. Pendant ces diverses phases, la droite qui repré- 
sente le moment total des quantités de mouvement du sys- 
tème par rapport à son centre de gravité a conservé une 
grandeur constante, et une direction fixe dans l'espace, per- 
pendiculaire au plan du maximum des aires. Avec le temps, 
et en vertu des résistances précitées, les oscillations des 
particules liquides ont fini par s'anéantir, et la masse fluide 
a pris une figure d'équilibre de roiation autour de l'axe du 
moment des quantités de mouvement. 

11 résulte delà que les seules données que nous ayons sur 
les conditions primitives du mouvement d'un astre con- 
sistent dans l'invariabilité de sa masse, de la direction de 
son axe de rotation dans l'espace, et du moment des quan- 
tités de mouvement par rapport à cet axe. 

Si l'on désigne par [i ce moment de rotation, par n la 
vitesse angulaire de rotation correspondant à la figure 
d'équilibre, pnr I le moment d'inertie de la masse par rap- 
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gioi't à l'aie de rotation, on a entre! et' n la relation 

(0 : u-* 

Nous commencerons par examiner l'hypothèse la plus 
simple <[ue l'on a été conduit à faire &ur la constitution 
des corps célestes, c'est-à-dire celle dans laquelle on sup- 
pose que la masse est homogène dans toutes ses parties. 

§ I. — De la figure d'équilibre d'uke misse fluide 

HOMOOÈBB t.MMB D'UN MOI.VEMEHT DE DOTATION UKI- 

!>1 . En appelant X, Y, Z les composantes parallèles nu\ 
troix axes coordonnés Ox. Oj, O z do l' accélération résul- 
tante des forces qui sollicitent uu point maté) ici quelconque 
d'une masse fluide en équilibre, on aura pour l'équation 
des couches de niveau 

Xrfj-f-Y(/r-t-Zrfï = Oi 

mais si, comme dans le cas que nous voulons examiner, 
X, Y, Z proviennent de la force centrifuge et des attrac- 
tions de tons les points du liquide, fonctions de leurs 
distances mutuelles, les valeurs de ces composantes dé- 
pendent, eu général, de la forme de la surface du liquide 
et de ses couches de niveau, et réciproquement celte forme 
dépend des valeurs des composantes. Lors même que le 
liquide est homogène, on n'est parvenu à résoudre complè- 
tement ec problème qu'en supposant la force centrifuge 
peu considérable, de manière que le iluide s'écarle peu de 
la forme sphérique qu'il prendrait s'il était en repos; on 
reconnaît alors que le fluide ne peut atîecter qu'une seule 
figure d'équilibre, qui est celle d'un ellipsoïde de révolu- 
tion autour de l'axe de rotation. Nous reporterons cette 
solution au paragraphe suivant, et nous nous bornerons ici 
i vérifier que pour certaines valeurs de la vitesse angulaire, 
la masse iluide peut affecter la forme d'un ellipsoïde. 
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92. De la forme ellipsoïdale que peut affecter une 
masse fluide homogène en équilibre, animée d'un mauve- 

En prenant 0= pour axe do relation, et en nous repor- 
tant aux notations du n" 68, nous aurons pour l'équation 
de l'ellipsoïde 

~t&* ■ 

Posons 

R _3M />' u'rf» 

Q=-?jf r' 

,_«/■■_** — 

les composantes de l'accélération due à l'attraction sur un 
point de la surface seront 

Z = ~ FU, Y — — Qr, X = — Px, 

et celles de l'accélération centrifuge 

Z=o, Y = «V, X = n'j-. 

L'équation différentielle de la surface libre du liquide est 

E nfe + (Q — n' )rrfr + (.P — n' = o, 

dont l'intégrale est 

Pour que cette équation cotucide ivee celle de l'ellipsoïde, 
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il faut que 




d'où, par l'élimination do n, 

(i+l.)(, + l"} ( Q-P) = Fl(V_V), 
ei en remplaçant P, Q, Rpar leurs valeurs, 

Celte équation se décompose en deux autres: la première, 
(3) . \> -)." = », 

correspondant à l'ellipsoïde de révolution aplati; la se- 
conde, mise sous la forme 



(4) 




ne peut être satisfaite que par des valeurs positives de i.*, 
if; car si ces deux quantités étaient de signes contraires, 
l'élément de l'intégrale resterait positif avee i — X'X'*u*; 
et si elles étaient négatives, comme leur valeur absolue 
serait moindre que l'unité (68), (i — I 1 !"!*') continue- 
rait, et par suite l'élément de l'intégrale, à rester positif. 
Si donc l'ellipsoïde à trois axes inégaux est une figure 
d'équilibre^ taxe de rotation est le plus petit des axes 
principaux. 

Pour toute valeur de i" inférieure à l'inverse de celle 
de 1' choisie arbitrairement, tous les éléments de l'inté- 
gral* sont positifs et finis, et l'intégrale n'est pas nulle. 



Donc l'équation (4) lit; peut Être satisfaite qu'autant que 
l'une des deux quantités X*, ?." est supérieure à l'unité on 
que l'un des rapports -> - est supérieur à ^t. Ainsi t el- 
lipsoïde à trois axes inégaux doit différer sensiblement 
de la sphère, et l'on na peut admettre, par suite, que sa 
figure soit celle des astres du système solaire. Néanmoins, 
celte forme n'a rien d'impossible pour certains astres, et 
l'on pourrait expliquer de cette manière les variations 
périodiques qu'éprouve l'éclat de quelques étoiles de la 
constellation de Sirius. 

Si, ï restant constant, 1' augmente indéfiniment, l'inté- 
grale (4) deviendra négative, de sorte qu'à chaque valeur 
de * ! répondra au moins une valeur réelle et positive de'i", 
et par suite une surface ellipsoïdale à trois axes inégaux. 
Nous remettrons le complément de cette discussion après 
l'étude des surfaces d'équilibre de révolution. 

On a, dans tous les cas, 

M = |« pe >(l-M-)V+Ï' 1 } : ' ) 



=s W (I+v ,i (I+v .,r 

De la première formule (a) on tire 

(., "=«-TF5T 

Pour l'ellipsoïde de révolution, on remplacera dans cette 
équation R et Q par leurs valeurs —~, — ^, déduites 

des éi|tiations (a) du n° 68 dans l'hypothèse de — = i, et 
l'on obtiendra, eu égard à la valeur ci-dessus de LU lors- 
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qu'on y suppose A = X', 

et en vertu de l'équation (i), 

<•> fë(li) t =^"> ; ' 3+ "' , r 8 '-" - 

Revenant maintenant à l'ellipsoïde à trois axes inégaux, 
si l'on remplace, dans la valeur (a) de n\ Q et R par 
leurs valeurs et que l'on ajoute au résultat l'intégrale (4) 
multipliée par _i_ il vient 



[ J, (.+ »■«')■(.+.'••')' 

et en vertu de la formule (■) et de la valeur ci-dessus de I, 



/3MV 



; : > — a']</u 



équation que l'on devra joindre à la formule (4), pour 
déterminer A' et lorsque; le moment de rotation fi sera 
donné. Réciproquement, si l'on donne à X*, X'' des valeurs 
positives satisfaisant à l'équation (4), l'équation [G') four- 
nira toujours pour fi une valeur réelle. 

Remarque. — Les composantes — Rz, — (Q — "'b'» 
— (P — n*) X étant proportiotmi'llos :m\ dél ivres partielles 
du premier membre de l'équation de l'ellipsoïde, par rap- 
port à X, y, e, leur résultante ou la pesanteur à la surface 
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est proportionnelle à la racine carrée de la somme îles 
carrés île ces dérivées, par suite « l'inverse de la perpen- 
diculaire abaissée du centre de Pellipsoïde sur le plan tan- 
gent au point considéré, théorème dû à M. Liouville. 

Examen des conditions qu'exige TeWpsoïde de révolu- 
tion comme figure. tT équilibre. 

93. Pour établir relie discussion, admettons eu premier 
lieu que l'on se donne la vitesse angulaire « et lion le mo- 
ment de rotation p. En posant 

4-jrp — '* 

l'équation {5) donne 
ou 

, . 31 + a»! 1 

(") -TTT- = * 

Les valeurs de ), tirées de celle équation sont égales deux 
à deux et de signes contraires; nous n'avons donc qu'à 
chercher le nombre et la valeur des racines réelles et po- 
sitives de la même équation. A cet effet, considérons 

,, . 31 -f-ïcl 1 

(*) * = S+V octane), 

comme l'ordonnée d'une courbe dont A serait l'abscisse. 
On a 

rfr_ a y[rt' + 3 (S>-i)lL' + q>1 

l J dl (!+>■)(»+»). 

Celte expression est nulle pour ), =s o, cl positive pour de 
très-petites valeurs de cette variable; la courbe est par suite 
tangente, à l'origine, à l'axe des abscisses, et commence à 
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s'élever au-dessus de cet aïe, du coté des abscisses positives. 
Pour que l'équation (a) ait ses racines réelles, il faut que 
la courbe, après s'être élevée jusqu'à un cumin point, 
s'abaisse ensuite vers l'axe des abscisses, puis qu'elle le 
rencontre; eu d'autres tenues, il faut qu'elle ait un point 
maximum ou que l'équation en X 1 , 

{</) ^l'+a(5f-iJX' + 9 c=.o 

ait ses racines réelles et positives, ce qui exige que 

5p-.<o ou ,<g; 

mais cela ne suffit pas, il faut encore que la courbe ait un 
point minimum au-dessous de l'axe des abscisses, ou que la 
plus grande racine positive de l'équation {il) eu X reude^ 
négatif; car alors la courbe coupera d'abord cet axe avant 
d'arriver au point minimum et le recoupera une fois au 
delà, puisque l'ordonnée finit par devenir positive et indé- 
finiment croissante. L'élimination de v entre l'équation [d) 
et l'inégalité^ < o, qui correspond à la plus grande rat ine 
de cette équation, conduit à 

<*) a rctangl = ( . ; + 0 ^ +!)) >o. 

Le premier membre de cette inégalité et sa dérivée sont 
nuls pour X = o; la dérivée devient ensuite négative quand 
y croit, redevient nulle pour la valeur 1 = v/3 à partir de 
laquelle elle reste constamment positive; ce premier mem- 
bre commence donc par être négatif, devient nul pour une 
valeur de X supérieure à \'3, puis reste constamment posi- 
tif. On voit ainsi que l'on satisfera à l'inégalité précédente 
pour toute valeur X, de X plus grande que i.i racine posiihi- 
de l'équation 

■rcupgl- £g±^ =o. 
6 (l'+'Ki'-t-O) 
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On trouve facilement pour valeur approchée tle celte racine 
l = 2,5ao,3 

et pour la valeur corres pondante de v, déduite de l'équa- 
tion (d). 




Si donc l'équation [d.) a une ratine plus grande que a,5ap3, 
l'équation (a) fournira pour 1 deux racines positives, l'une 
inférieure et l'autre supérieure à celte valeur pour laquelle 
ces deux racines sont égales; d'où il suit que le problème 
aura deux solutions lorsque 

l,>a,5:?p,3, n<o,ii2Î 
et une seule pour 

J,= 2,520,3 , v = o, t ia3. 
Si T., croit indéfiniment, la formule {d) montre que v tend 




lionne la plus grande vitesse angulaire compatible avec la 
ligure de l'ellipsoïde de révolution. En faisant décroître n 
depuis te Ile limite jusqu'à zéro, l'une des valeurs de A aug- 
mente indéfiniment et l'autre tend vers zéro ; l'un des el- 
lipsoïdes s'aplatit donc de plus en plus et indéfiniment, 
tandis que l'autre converge vers la sphère qu'il atteint lors- 
que n = o. A cette limite, il n'y a plus en réalité que la 
sphère qui soit une forme d'équilibre. 

94. Cas d 'un mouvement de rotation très-lent. — Si la 
quami té v est très-petite, l'une des racines de l'équation (a) 
■est aussi très-petite, et en prenant 
V 

arc laiie,* = 1 — - 
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la même équation donne, en supprimant le facteur com- 
mua >, et négligeant ensuite les puissances de i. supérieures 
à la seconde, 




L'aplatissement sera à peu près - , puisque les deux demi- 
axes sont c et c + V = c ^t-H ^ • On pourra prendre 
n*c pour l'accélération centrifuge à l'équateur et ^ nc f 
po;ir celle de l'attraction à la surface, ce qui serait des va- 
leurs exactes, si la Terre était exactement sphérique. Le 
rapport entre ces deux accélérations ou les forces corres- 
pondantes étant 3e, il s'ensuit que lorsqu'un fluide, homo- 

forme $pl,drique, son aplatissement est égal aux cinq 
quarts du rapport de la foret: centrifuge, mesurée à l'équa- 
teur, à l'attraction à la surface. 

L'autre racine de l'équation (fl), très-grande dans l'hy- 
pothèse actuelle, peut se développer en série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de v. Il sufiit 
pour cela d'observer qtie 

arc tangl = ^ — arctang £ = ^ — - + ~ £ — '-. ^ -f v 

i _ r 3 

»^-MF('-S) — • 

95. Si la valeur de v surpasse la limite O, I ia3 pour la- 
quelle, comme nous le verrous tout à l'heure, l'ellipsoïde 
à trois axes inégaux n'est également plus admissible, il ne 
faut pas en conclure que la figure permanente du liquide 
est impossible, ou que le fluide commence à se dissiper; 
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car si l'on escirple le cas où la figure est peu différente 
d'une sphère, on n'a pas encore démontré que la figure 
elliptique est la seule qui convient à l'équilibre; on n'a 
même pas prouvé que la sphère est la seule figure que peut 
prendre une masse fluide en repos dont les molécules s'at- 
tirent mutui'llrrui-nl, quoiqu'il soit naturel d'admettre qu'il 
ne peut pas en ùitc autrement. 

Ne pourrait-il pas sir faire que v, surpatsant à l'origine 
la limite o,II»3, la figure d'équilibre finit par devenir 
un ellipsoïde de résolution ? ltrcn ne parait s'y opposer, 
car, en s "apia tissant de plus eu plus, la masse prendrait uue 
vitesse de rotation plus faillie, el après un grand nombre 
d'oscillations successivement réduites par les frottements, 
les cliocs, etc., on comprend qu'elle puisse parveuir à un 
état de mouvement satisfaisant aux conditions précédentes, 
et qu'elle prenne une figure permanente. 

9(i. On est donc conduit à chercher si, pour des condi- 
tions initiales données du mouvement de la masse fluide, 
oitjiour toute valeur du moment de rotation, il y a tou- 
jours une Jîgitrn riiipù'jHc de révolution qui confient à 
l'équilibre, et s'il n'y en a qu'une seule. 

En posant 

q= ~&w (sm) ' 

l'équation (6) donne, en j remplaçant V par sa valeur en 
fonction de A déduite de la formule (o) (n°9-î), 

,=cW 3 * >i-yj»»-»>. 

Telle est l'équation que doit vérifier }., q étant une donnée 
relative au mouvement primitif de la masse. Or il est facile 
de voir que cette équation, dont les racines sont égales 
deux à deus et de signes contraires, a lonjours une racine 
réelle positive et qu'elle n'eu a qu'une. En effet, en déve- 
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loppant arc tangl en série, on reconnaît que le second 
membre est nul pour A = o, ci, comme il devient infini 
avec), il s'ensuit qu'il y a au moins une valeur positive de A 
qui rend le second membre égal au premier. Pour démontrer 
que cette valeur est unique, il suffit de faire voir que la dé- 
rivée du second membre est positive pour toute valeur po- 
sitive de X. Si l'on pose 

la dérivée dont il s'agit est 



qui est nécessairement positive, puisque le facteur /(À) 
étant nul pour X = o, et sa dérivée élnnt toujours positive, 
il est lui-mêrae positif pour toute valeur positive de 1. Ainsi 
donc, pour chaque valeur de tj ou de u, il y a une ligure 
elliptique de révolution et il n'y en a qu'une seule. 

97. Expression de la pesanteur à la surface île l'el- 
lipsoïde. — Soit g la pesanteur au point (x, y, s) de la 
surface ; ou a, d'après les formules ( a) du 11° 68, 



- i ( , + 11) :[are l ang i + 2ii^/w] 



Q = p=4*p 




Les composantes de g suivant les trois axes étant 



— Ri, — Qj-+- n'y, — Px -t-n'a-, 
il vient 



ou, en vertu de l'équation (a) du n" 02, 
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Pour exprimer cette valeur en fonction de la latitude /, 
nous pourrons supposer que le point est compris dans le. 
plan & Oy ou que x = o. Au moyen de» relations 



on trouve 



Si l'ellipsoïde i'si assez aplati pour que: l'on puisse négliger 
la quatrième puissance de A, il vient 



À et k étant deux constantes, dont la première représente 
la valeur de la pesanteur à la latitude de 45 degrés. 

Discussion relative à la possibilité de l'ellipsoïde à trois 
axes inégaux comme forme d'équilibre. 

98. Four continuer la discussion (*).que nous avons 
commencée au n" 92, nous allons remplacer la variable ri 
des formules (\), (5') et (6') par une autre variable £ dé- 
terminée par la relation 



{•) M. M.jit, de Kanfetblirc (WimI JcCrctt*. t. XXIV, P . ,8jl], . 
i labli ].■ premier colle disemsio», qui n ntc reprise niuilillev l-1 rom|iMi,- par 
M. LiouiiJIc dont noua aïons emprunte ln uielligde ( Jeur-na' Je M-théma- 
(i ÎU fj /mrti « ippUiaèa, t. XVI. p. 141, iBi.). 
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et en posant , 

t-L. - 1 _ i 

R=y{ï-f-'M*c+i)(«+o, 

P . 4b P ' ' 6 BP \3ftlJ ' 
ces for moles deviennent 

(8 ' "-Ï-J>„ (.!+.)(.( + .)»' 

l9 ' 3 M t < <»>* W+-IW+')» 

et S eL f deviennent les inconnues de la question. L'équa- 
tion {7} montre que Ton a nécessairement f-)-t<i, ou 
S<C.t, ( <i, ou encore c<£, c<a t c'est-à-dire que le 
plus petit diamètre principal de l'ellipsoïde est dirigé sui- 
vant l'aie de rotation, ce que nous savions déjà. 

Pour discuter l'équation (7), représentons par F sonprc- 



et en posant 
on trouve que 

et, comme S et I entrent symétriquement dans F, on doit 
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or, on peut démontrer que A, et i A a -h 3 A, sont nécessai- 
rement positifs; en ell'et, en intégrant i 'identité 
_£ r g H _ 4e + (3 + J + f)t' 7 .a J fg — 3i/g 

rfï L(*C + i)(« + i)Rj a[»;-r-i)(<Ç-r- ' 

on obtient 

et, en retranchant de la première équation (n) la moitié 
de cette dernière, on trouve 

, J ._«jr*sl^2l fr _._H^ rH[ . 

Ajoutons les deux équations (ri) et l'équation (ta), tnlil- 

. ,., . 3.i... 
tiplieei respectivement par i, -t 1 il vient 

et, à l'inspection des valeurs de A 0 , aA 0 -f- 3 A,, on voit 
qu'elles sont nécessairement positives. 
Il suit de là que les dérivées mises sous la forme 

£=-*•(■-!')->• -^.>. 
§--*(■ -§•)-}(»*.+«.). 

sont négatives, et qu'ainsi la fonction F est décroissante 
lorsque l'on fait croître j et I. 

Pour une valeur de £ comprise entre o cl i , l'équa- 
tion (7) admet pour s au moins une racine comprise entre 
les mêmes limites, puisque les hypothèses s=o, 5=1 
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donnent deux résultais de signes contraires. Celte racine 
est unique; en effet, cil admettant qu'il y en ail plusieurs; 
soit y la plus grande, comme on doit avoir 

on aurait à fortiori 

mais, en faisant décroître s depuis j' jusqu'à zéro, la fonc- 
tion F, allant en croissant à partir de léro, ne peut plus 
s'annuler, et par conséquent l'hypothèse d'une seconde 
racine est inadmissible. De même, à chaque valeur de s 
comprise entre o et I, correspond, pour f, une racine de 
l'équation [y) comprise entre les mêmes limites. 

Faisons décroître s à partir de sa plus grande valeur i, 
répondant à f = o; F augmentera et ne pourra redevenir 
nulle que si f augmente; on finira par avoir s = t, puis 
l~^>s ; mais il est clair que l'on peut se borner à considé- 
rer les valeurs de s et t pour lesquelles s^> f, en supposant 
que b est le plus petit des deux demi-axes de l'équateur. 
En désignant par t la valeur de t correspondant à i = (, 
l'équation (7) devient 

(1 3)(- 3T) r g , =*r- ™ - 

J a (tÇ+i)*(S+<)' Jo (» 



{tÇ+i)*(C+')' J 0 (rÇ+l)«(ï-f-l) 
t est un peu supérieur à et, t variant de o à t, S varie 
de 1 a t. 

Discussion relative à la vitesse angulaire. — Ou a 
rf« — ~ dt + ^ dt, 
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Or, en posant 
on trouve 

et, à cause de la symétrie de en s et (, on doit avoir aussi 

Le cocfficientB, est évidemment positif; il en est t!e même 
de B 0 , car, en retranchant de 4C 1 equaiion (la), il vient 

, , . rfF rfF Jr 

La valeur de dv devient, en y remplaçant — , —, — . — 

par leurs valeurs, 
a<fr=— [ A,B '" t " ^ A ' B ' , '- ,_ 5 B,taA t +3A,)ii 

et, comme j H- 1 — |it=J ^i— + t ( t " - J , J > °> 
et que est négatif, on voit que, lorsqu'on fait varier / 
de o à t, f est croissant et atteint son maximum v' lorsque 
ï=( = t. 

Pour! = o, ou a v= o; car 

,<i^ f . 
1 (*+»V 

qui s'évanouit avec (. Ainsi, à chaque valeur de f comprise 
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entre u et f' répond un seul couple de valeurs réelles 
tic s, f, et tous les ellipsoïdes obtenus de celle manière sont 
mis; pour v ^> v , l'ellipsoïde à trois axes inégaux ne 
peut plus être une surface d'équilibre. 

A mesure que i> augmente et que s et f se rapprochent 
de t, la forme des ellipsoïdes tend do plus en plus vers celle 
de l'un des ellipsoïdes de révolution dont nous nous sommes 
occupés plus haut, et elle l'atteint lorsque v = v'. 

Discussion relative au moment île rotation. — L'équa- 
tion (9) donne, eu égard aux formules (14), 

(,,)' 1 

-f »!■)*+(«— ai")4rj, 

3(«) r 

2 M* '££lL'«" , "3,(,+<)"J * 

1 ' lis 

TA , a.— 4« /iJFl 

c . „ . * A <iF ./F . . 

S. Ion remplace f, -, -, —, par leurs valeurs 

ci-dessus, pour obtenir celle de 4- "] 
une simple permutation de lettres donnera la valeur de 
rrf» 3f~4r T rfF 
5, ItTs^iï" ~dî' enn ", cn posant 



M34 



,(>*. + 3A,). ; 



'~T' 



C,= (^A. + .A, i -i 7 ) = (?»,+C.).«, 
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ou trouve 

^ ' ds 
or, de ce que J / < i , on a 

,-W_4*>(,+r)>_4, ( =(,-0>>«>, 
d'où il suit qui! C 0 est positif, et par suite Ci et C,. 

La dérivée étant négative, lorsque t croîtra de iéro 
jusquàr, q ira eu décroissant et atteindra sa plus petite 
valeur (f lorsque s = t = t, ou que l'ellipsoïde sera de 
révolution. Pour S = I, t = o, l'équation (o) montre que 
q = od . Ainsi, q prend toutes les valeurs comprises entre 
zéro et l'infini lorsque t varie de t à zéro et s de t à i. 
Donc, à chaque valeur de q supérieure ù y 1 répond un seul 
ellipsoïde d'équilibre à trois axes inégaux; mais pour <f<C<j' 
l'ellipsoïde de révolution est seul possible. 

Quant aux axes, ils seront donnés par les formules 

De 1 équation — ris -j- — rf( = o , on Ure 



j — f, A 0 , A 0 -r-A,£ = — — étant positifs, st croit avec ï, 

ou /j/iii petit axe atteint son maximum lorsque l'ellip- 
soïde est de révolution. 

Pour trouver le maximum de v ou de n', i] suffit de 
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supposer ï. = X' dam les équations (4) et (5') du n° 92, 
et l'on trouve 

o = — l(3+i31») + 13 + i4V + 31«)arctan 6 \, 

JL — ^ ( 3 + ^ ) — ( 3 - 1' ) f i + X' ) are tang 1 

4*p 4V * 

d'où l'on tire 

i= ( ,3o46, -^- = 0,09356; 

par suite, 

t = o,33 9 5, 

tandis que, pour l'ellipsoïde de révolution, nous avons 
trouvé les limites 

1 = 2,520,3, ^ = 0,1123. 

Si nous supposons cjuc les conditions de moiwemcni soient 
celles de la Terre, g étant la gravité à la surface et II le rayon 
terrestre moyen, on a 

ei^-=i^^repràentamlflUers du rapportde la force cen- 
trifuge à l'équateur à la pesanteur, a pour valeur 0,0014986. 
En prenant pour unité Je plus petit demi-axe, on trouve 
pour les deux autres 19,57 et 1,018, tandis que, dans les 
mêmes conditions, les deux ellipsoïdes de révolution qui 
satisfont à l'équilibre ont pour rayons à l'équateur 
1, oo4344 1 e[ 680. Donc dans ce cas, l'ellipsoïde à trois 
axes inégaux est trop différent d'une sphère pour que 
l'on puisse supposer que la Terre en affecte la forme, ce 
qui est d'accord avec ce que nous avons dit plus haut d'une 
manière générale. 

On remarquera que ai la vitesse angulaire diminue de 
plus en plus, le petit axe de l'équateur diffère de moins en 
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moins Je l'axe des ]i61i's, tandis que le grand aie augmente 
à mesure. Si donc celle vitesse est extrêmement faillie, la 
masse fluide affecte 1m forme d'une longue aiguille a peu 
près ronde, tandis que les deux ellipsoïdes de révolution 
étudiés en premier lieu se réduisent, l'un à une sphère, 
l'autre à un disque elliptique très-aplati. 

En résumé, on voit que quand ^— est inférieur à 
o, O0.336. la surface d'équilibre peut être celle de l'un ou 
de l'autre des ellipsoïdes de révolution aplatis, ou d'un 

ellipsoïde à trois axes inégaux; lorsque atteint cette li- 
mite, le dernier ellipsoïde se confond avec l'un des précé- 
dents : pour les valeurs de ^— comprises entre o,oo356 et 
o, m3, les ellipsoïdes de révolution subsistent seuls, et se 
confondent pour la dernière limite; et pour une valeur 
plus grande la forme ellipsoïdale tie peut plus être une sur- 
face d'équilibre. 

Enfin, pour des conditions initiales données du mouve- 
ment, il existe toujours un ellipsoïde de révolution satis- 
faisant à l'équilihrc, et il n'y en a qu'un seul, et si le 
moment de rotation ne dépasse pas une certaine limite, la 
surface d'équilibre peut être nu ellipsoïde à trois axes iné- 
gaux ; au delà cette forme est impossible. 

§ II. — De la fiûuhe d'équilibre d'ube masse tliioe 

PEU DIFFÉRENTE d'l'WE SPfttllE POUVANT HECOeVBtll OH 
S fil É H Oit) E. 

99. Les résultats auxquels nous sommes parvenu au 
paragraphe précédent ne peuvent être considérés que 
comme nous donnant un premier aperçu Sur la forme des 
corps célestes; car il esta peu près certain que ces corps 
ne sont pas homogènes et que la densité va en augmentant 
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en allant Je la surface au centre. Le problème considéré 
ainsi sous un point lie vue plus général présente de grandes 
difficultés nue Laplaie n'est parvenu à surmonter que dans 
le cas de la nature, celui (fini sphéroïde peu différent de la 

Mais avant d'abord ci telle question il nous reste à éta- 
blir cpie la figure d'équilibre d'une niasse lluide homogène 
animée d'un mouvement uniforme de rotation est unique, 
lorsque celte ligure diffère peu d'une sphère. 

100. Figure d'équilibre d'une masse fluide, homogène 
peu différente d' une spltèn-, animée d'un mouvement uni- 
forme de rotation. — Continuons » désigner par n la vi- 
tesse jugulaire du système et négligeons le produit de sa 
seconde puissance, qui est nécessairement Irès-pelii: par 
ta différence entre la sphéie el le sphéroïde ou a, pour le 
travail de la force centrifuge, eu conservant les notation* 
du § IV du chapitra III, 

• 

expression dont le second membre est un cas particulier 
de la fonction Z,. Eu remplaçant a par a(i+î| dans le 
second membre de la formule (i5-) du n° 80, négligeant le 
carré de s, puis ajoutant le résultat obtenu à l'expression 
précédente pour égaler le toul à une constante C, on obtient 
pour l'équation de la surface d'équilibre : 

Substituant à z son développement ^ Z,, et identifiant les 
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16 xp y 3 1 
Z, reste indéterminé, mais en si' reporta lit au n° 82 on 
peut lu supposer nul ainsi que Z„-, les fondions Z„ pour 
■j ^> a sont nulles. Posant 



quantité qui est sensiblement égale au rapp 
rentrifugo à l'Equateur h !a pesanteur, il » 



m-.[.-',( K _>)], 



c e qui est l'équation polaire d'un ellipsoïde tic révolution 
aplati (77), et dont l'aplatissement est mesuré par j j , 
résultat conforme à eclui que nous avons obtenu au u°94. 

L'atlraolion totale exercée par un sphéroïde homogène 
peu différent d'une sphère sur un point de sa surface ne 
donnera, perpendiculairement au rayon, qu'une compo- 
sante du même ordre de 1 grandeur que l'aplatissement, el 
dont le carré est négligeable, et Ton peut par suite consi- 
dérer l'attraction totale comme égale à sa composante sui- 
vant le rayon. La formule (i5) du n°80 donne pour cette 
composante, en supposant a=. a(i-î-Z.) après la diffé- 
rentiaiion par rapport à a, 



= { „„=/, _ Z A, 

■ <to 3 P \ 5 y 

tranche la composante sembl 
trouve pour la pesanteur à 1. 



et si l'on en retranche la composante semblable de la force 
centrifuge, on trouve pour la pesanteur à la surface 
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qui varie proportionnellement au carré de la latitude, 
conformément à ce que nous avons déjà trouvé au n° 97. 

Si la Terre était homogène dans toutes ses par lie», la 
variation relative que la pesanteur éprouverait de Pcqua- 

leur ati pôle serait^ y = o,oo43a5, taudis que l'expérience 

au pendule donne o,oo54- L'homogénéité n'est dont pas 
admissible, et nous sommes conduit à étudier de nouveau 
(a question, en considérant !a Terre comme formée à l'ori- 
gine par un fluide hétérogène. 

■ 101 . Si une masse fluide homogène, aminée d'un mouve- 
ment de rotation uniforme, est soumise à des forces exté- 
rieures très-petites indépendantes de lu jorrni: d'cipiililiri-, 
si de plus celte figure est. peu différente d'une sphère, elle 
est unique. — Ce cas est celui de chaque corps céleste, en 
tenant compte des actions exercées par les autres astres, 
lesquelles, en raison de la distance, peuvent Être considé- 
rées comme équivalentes sur la surface d équilibre et sur 
la surface de la sphère dont elle di Itère peu. 

En représentant par <(nA*p.N la portion de V corres- 
pondant à ces forces et à la force centrifuge, on a, comme 
au numéro précédent, 

» 5 ('-») + 2^7 + » = «««. 

Supposons qu'il y ait une seconde figure d'équilibre répon- 
dant au rayon à (i + « -f- if) , le développement de w eu 

fonctions sphérïques étant représenté par^W„, il viendra 
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el ci) retranchant rcs deux équations l'une de l'autre, 

En i d en li fiant les fondions semblables, on voit que W t , 
VVji... sont nuls; W 0 l'est également, de même que Z„, par 
suite de l'équivalence des volumes compris sous les deu\ 
surfaces d'équilibre à celui de la sphère f^2). Les ternies en 
Zj cl W, disparaissant des équations (u) et (fi), ta fonction S 
ne doit pas renfermer de termes do cette nature. Si donc on 
prend pour origine le centre de gravité de la masse peur 

les deux surfaces, leurs rayons se réduisent à ^ Z„ et 

elles sont par suite identiques, ce qui démontre la propriété 

102. Surface ,réquilibre dune couche fluide homogène 
peu liijprfiiln i/'it/ie iphi.ro, rocouvmnt un noyau, s/j/ié- 
riijue composé de couches homogène* concentriques. — 
Soient a' la densité et c lu rayon du noyau; l'excès du po- 
tentiel de son attraction sur une molécule extérieure quel- 
conque, sur ce qu'il serait si la sphère était formée par le 

d'une masse fluide homogène, en introduisant celle expres- 
sion divisée par 4*A* (100) dans les formules du numéro 
précédent, et remplaçant a par a(i -j- z) ; on obtient ainsi 

î[-+Sif'-F)]-r['+r.c-rt] 

Z, , ne disparaissant plus de eette équation, sera indéter- 
miné ou uni. 
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Soit a ( i -f- î -f- \v) le rayon d'une seconde surface d'é- 
quilibre, si plie existe; on trouvera, do même que plus 
haut, que 

-i['+3(('-io]2w, + 2tS_=«-». 

ou pourra supposer comme ci -dessus W„ = o, et la con- 
stante do rct le équation sera nulle. „ 
Si l'on ne peut pas satisfaire à la relation 

5[' + r'"'-''] = ï7T7 

pour une valeur entière de v, toutes les fonctions W, se- 
ront nulles, et il n'y aura qu'une seule surface d'cqnililii •■. 
Dans le cas contraire, w se réduira à W, et il y aura une 
infinité d'autres surfaces d'équilibre, puisque cette fonc- 
tion renferme av -f- i constantes indéterminées. 

103. Formules générales relatives à l'équilibre d'une 
niasse fluide hétérogène à pvu près sphêrique pouvant 
recouvrir un noyau sphêrique. — Supposons que l'on 

étranger S sur l a P masse fluide; il faudra 'appliquer à 
chaque molécule m de la masse fluide une accélération 
égale et contraire à celle du centre de gravité (le cette 
masse afin de le réduire au repos. Soient 3, s les distances 
du centre de gravité de S à m et au centre de gravité 0 
de la masse; v, é), les angles analogues à G et n, corres- 
pondant à a, qui est censé ici représenter la dislance Orn. 
On a, en développant eu série, 



— ^jvjJcosi'COsG 4- sin.'sin r Jcus( n — ■} j -)■ <r 




la fonction P„ étant de même nature que la fonction Y, 
du n°73, et satisfaisant à l'équation (5) du même numéro. 
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L'accélération — - t égale et contraire à celle de 0, appli- 
quée au point m, parallèlement i'i s, donnera dans le po- 
tentiel un terme égal au produit de son intensité par la 
projection de a sur s; et comme on retonnait facilement 
que cette projection est égale à dP„ il vient 

»-i-5-*-ï('*i*-5)+— 

Comme on peut choisir la constante de manière que V soit 
nul pour 0=0011 pour le centre de gravité qui est en 
repos, cette formule se réduit à 

On obtiendra le potentiel total en ajoutant cette ex- 
pression et loules les expressions de cette nature, s'il y ;i 
plusieurs astres, S, S', S", . . . , à celle (i y') du n" 8i, aug- 
mentée du potentiel ~- (p. 1 — du à la force cen- 

triruge(100)i on irouve .in.i.on appekni p 1. pression 
et on se rappelant que les conditions d'équilibre des 
iluides se résument dans l'équation ^ = rfV, 
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a, ayant la même signification qu'au n° 84, formule dans 



laquelle on devra remplacer <iparii(i-(-i) = »^i +^ Z n ^ ■ 
i le carré do s ainsi qu 



Négligeons lu carré de z ainsi que ses produits pai 
S S' 

-i-vict posons 



Eu identifiant les fonctions semblables de l'équation (i), 
dont le premier membre est une constante pour chaque 
cotN-hede niveau, on trouve 

et en général, pour v >■ o, 

On pourra choisir à volonté l'arbitraire Z 0 qui entre dans 
l'équation ( a ). 

Pour réduire dans les nii'im:.; î i 1 1 1 1 r l s les intégrales com- 
prises dans l'équation (3), posons 

IJ, sera une fonction spliérique de jx cl a, de même nature 
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que Z, et II., et indépendante de d. Celte équation devient 

— $Ç prf(*"«Z"J— 3a w+ '[); = o, 
d'où l'on déduit, en dillerenliaut par rapport à a, 

"" I ' /'"I 

l.'iiia'^ralion 'ii' celle équniion introduira deux fonctions 
arbitraires entières et rationnelles en fi, vi — p.* sitio, 
v'i — fi'cosEï, satisfaisant à l'équation (5) du il" 73. 
L'une de ces fonctions se iléiermiuera au moyen de la fonc- 
tion U' v qui a disparu par la diilerentialiou; l'autre, dans 
le cas d'un noyau solide, en exprimant que Z, est le même 
pour la dernière couche intérieure de la masse que pour la 
surface du noyau. Si le sphéroïde est entièrement iluide, 
aucune condition ne parait devoir déterminer cette fonc- 
tion, et il semble eu résulter ln possibilité d'une infinité de 
surfaces d'équilibre; nous allons maintenant examiner ce 
cas, d'autant plus intéressant qu'il parait se rapporter aux 
conditions primitives des corps célestes. 

lOi. Figure d'équilibre d'une masse Jluitîe hétérogène 
dont les couches de niveau sont peu différentes de la 
sphère. 

En se reportant à l'explication relative à 1 arrangement 
des fluides pesants hétérogènes, on est naturellement con- 
duit à admettre que la densité de la masse iluide considéré)! 
vu en augmentant :i mesure que l'on s'approche du centre, 
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Si la masse était homogène, serait égal à 

£'-■" 

l'unité. Nous poserons donc - ■ 




puisque le noyau infiniment petit que l'on petit concevoir 
nu centre doit être considéré comme homogène; elle est 
plus petite que l'unité, et de plus elle est essentiellement 
positive; car p décroissant quand a augmente, le second 
mcmhre de la double égalité ri-dessus est inférieur à 
l'unité. 

A l'inspection de l'équation (-i), On voit que Z„ est de la 

X, étant comme Z„ une fonction sphérique de fi et de o de 
l'ordre v, indépendante de a, et h.j une fonction de a seul. 
On a, pour déterminer 

(5, gt = |-,(, + i) _6t.-F(.à|ir-6[.-F M ]£. 

Concevons que h, soit développé en une suite de termes 
ordonnés suivant les puissances ascendantes entières ou 
fractionnaires de A, et soit 

x.„ «'„..., î, *V.., étant des inconnues indépendantes de 
a; l'équation (5} devient 

| (, + ,+3)(,-.-m)„.--m,'+, + 3 t/-,+,yy-<+... 

m \ =6F(.J(.+i)«— +(/+ ix +. . .]. 

Si .l'on conçoit nui? !'(*) soil développé de la néme ma- 
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nière que h„ ce développement ne pouvant pas renfermer 
de terme indu pend a ut de i, puisque F(o) = o, il faut, 
pour que Ton puisse identifier les deux membres de l'équa- 
tion précédente, que l'un des termes du premier membre 
soit nul, ou que, par exemple, 

d'où deux valeurs pour s. Pour chacune de ces valeurs, on 
identifiera les autres termes du premier membre à ceux du 
second, et l'on obtiendra ainsi deux séries, dont la somme, 
après les avoir multipliées chacune par une constante ar- 
bitraire, sera l'intégrale. complète de l'équation (5). Mais 
dans le cas qui nous occupe, on doit rejeter la valeur 
* = — (v -H 3) pour laquelle Z, serait infini au centre, cl 
l'on ne peut admettre que la série 

A,= a» *»-'-(- «,*'■ + 

Pour v = i, l'équation (5) est satisfaite par 

et c'est la seule valeur admissible, puisqu'elle correspond 
*J = » — a. En plaçant l'origine au centre de gravité du 
sphéroïde, T., = — X, sera nul et l'on aura a, — o. 

A l'inspection de l'équation (G), on reconnaît que a' t , 
a",..., se composent chacun de doux facteurs, l'un a„ 
l'autre indépendant de ce dernier. On peut par suite sup- 
poser a., égal à l'unité, puisque cela revient à comprendre 
ce facteur dans X„ ou n remplacer dans ce qui précède 
«„X, par X,. tout simplement. 

Pour v>2, v(v-r-l) est supérieur à 6 et par suite 
à (>F(a), cl si h, et — sont positifs en parlant du centre, 
ils restent constamment positifs à mesure que l'on /ap- 
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proche de la surface; car si '~ devenait négatif, il le tle~ 
tiendrait avant h„ et devrait auparavant passer |)ar zéro; 
or .pour celte valeur, d'après l'équation ( 5) et pour v > a, 
rl'A, . ., . . . , . dh, 

est posait; par suite, a partir de zéro, — - recommeu- 

cerait à croître, el il ne peut par conséquent, ainsi que !r„ 
devenir négatif. 

On pourra satisfaire à la condition que la fonction F (a) 
soit très-petite pour do très-petites valeurs de a, en posant 

F(*} = fi*\ 

[3, a étant des nombres positifs entiers ou fractionnaires. 
L'équation {<>) dnnne alors 

/ — 3=*+y-r-a, ■ ' 

(.•- t .„- j .3)(>-.-r-2)<<,=6(H- 1 )f3 1 a " y = o, «'=0..., 

d'où 

6 (v — ) p 



h,: 



• (a.-r-A-r-l)l 

(av-r-l + i)! 



</a 1 ' * (a*-t-l-M)l 



Ces deux dernières expressions soni essentiellement posi- 
tives quand v est égal ou supérieur à a. 

Pour « égal ou supérieur à 3, U, est insensible relative- 
ment à la Terre, la Lu tic, Jupiter, etc., et l'équation (3) 
donne dans ces conditions, en y remplaçant Z„ par h,7£„ 

-t-3 r*prft*»«* 11 )jx,s=o, 
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Si H, est ce que devient fi, à la surface, on a 

[u. 3 {» + 1) a1 Hjf * \d. k> + 3 jf prf( *«■•*„) j X, = « , 
ou par l'intégration par parties, 

[-(« + i)H,p-H 3 » + i)H,J*' (ij'rfp 

- 3J f\.(i)~,ix,=o. 

Or <ip est négatif, /j., croit du centre à la surface et - < i; 

d'où il suit que l'ensemble des deux dernier» termes du 
iv il'Hi rient de X,, et par suite ce coefficient, est négatif. 
L'équation précédente ne peut donc avoir lieu qu'autant 
que X„ = o lorsque v>3. Le rayon de chaque couclie de 
niveau se réduisant alors à 

tOf-z.+x,), 



il s'ensuit que les sur/ah 


es de niveau sont îles ellipsoïdes. 


Pour simplifier l'écritor 


a, nous supposerons dans ce qui 




L à considérer a connue représ en- 


tant alors le rapport du r 


,j»o„,o,c„dW couche i celui 


de la surface. 




Pour la Terre on a, * 


11 négligeant dans l'action du 


Soleil, de la Lune, etc.. 





*— ?("-i> "—>• "•=" 

et l'équation (3) donne, en supprimant l'indice de H„ 
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Soit 




ip étant, aux quantités du second ordre près, le rapport de- 
là force centrifuge à l'équateur, à la pesanteur, il vient 




et si nous profitons de l'indétermination de Z„ pour éta- 
blir la relation Z„ = ^ AA, le rayon de chaque couche de 
niveau sera donné par la formule 

qui représente un ellipsoïde de révolution autour de 
l'axe de rotation, ayant pour axes principaux sa, 
ai(H-ÂA) et dont M est l'aplatissement ou l'ellipticité. 
Il suit delà (pie : 

i° L'aplatissement des couches de niveau va en crois- 
sant du centre à la surface, tandis que les densités vont 
ni décroissant; 
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j" L'aplatissement à la sur/ace de la surface, o 



est supérieur à - et inférieur à la limite j <f correspon- 
dant au cas de l'homogénéité (100). 

La première partit! Je cel énoncé est évidente d'après la 
forme analytique même de l'cllipticitc. Pour établir la se- 
conde partie, nous remarquerons en premier lieu que lés 
aplatissements croissent dans un moindre rapport que l'in- 
verse du carré du rayon, car k supposé égal à — deviea- 

donc on pose A = u croîtra avec a et Von aura 
d'où 

j fd( t fh) = uj- f d.i'+ j du j *df. 

il augmentant du centre à la surface tandis que p diminue, 
la seconde intégrale du second membre de cette équation 
est négative, et par suite 

fpd(Sh) < « JVa'< uj prf.A', . 

et en remplaçant la première de ces intégrales par la troi- 
sième, qui est une limite supérieure, dans la formule de 

l'aplatissement à la surface, on trouve pour résultat ~ ». 
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Calcul de la pesanteur. — Les directions de la pesan- 
teur depuis un point de la surface jusqu'au centre no 
forment point une ligne droite, mais une tourbe normale 
aux couches de niveau qu'elles traversent; c'est donc la 
trajectoire orthogonale des ellipses génératrices de ces 
couches, et nous allons d'abord chercher à la déterminer. 

Soient [fig. 8) OA un rayon quelconque rencontrant la 
surface libre de la masse fluide au point A et faisaut avec 
l'axe de rotation Oz l'aie B 0 ; AmO la trajectoire orthogo- 
nale partant du point A ; a = Oui le rayon aboutissant au 
point ni de la courbe; 0 l'angle qu'il forme avec Oz\ d l'angle 
formé avec OA par la tangente" en m ou l'élément mm' de 
la trajectoire, ou encore la normale à l'ellipse passant par 
le point m. Les angles ô, 0 — 0 0 sont du même ordre de gran- 
deur que l'ellipticité kh, et l'on devra en négliger les puis- 
sances supérieures à la première; ai m' ne dillere d'ailleurs 
de ^* que d'une quantité de l'ordre kit. Si donc on appelle u 
la perpendiculaire mp abaissée du point m sur OA, on a 

— du=.mm'àai = dL.», 

La normale à l'ellipse dont l'équation est 

o =*(,_*/, sinaa] 

fait avec a l'angle S/isinaO = ft&sraaô,, et par suite 
avec OA l'angle 

3=ik.sia%0, — (0 — 6.). 

On a donc 

— du = dx[ihnnt9,— [e— s,)]. 

D'autre part, 

a — nsin»iO/f = *(9 — e,), 

d'où 

— du = k ^/isinaS, — -V 



et enfin, en intégrant, eu remarquant que pour le point A 
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uu pour a = i, on a u =-o, 

(«] « = AisinaO„ 1 — • 

Telle est l' équation de la trajectoire qu'il s'agissait <le 
trouver. 

Pour obtenir la valeur de la pesanteur g 1 à la surface, il 
suffit (100) de changer le signe de la dérivée de l'équa- 
tion (i) du n° 48, par rapport à a, puis de supposer 
a = i -H Z 0 -f- Z, , a, = i dans les liâmes des intégrales. 
On trouve ainsi, eu égard, aux simplifications indiquées 
plus haut, 

-3Z.-3Z.) jr'prf.A'-r^jTW'Z.), 

On fera disparaître lus intégrales de cette formule qui ren- 
ferment Z, à l'aide de l'équation (3), en y supposant 

a= i'£' d '"~ ' 4«jTV'("'Z.) - f "'. 

et que l'on observe que 

on trouve, en ayant égard à la relation (c), 

.-HÉ,-.) _ 

ou, en négligeant le carré du coefficient de u.' — ^ 
(/■) ï.= 0[, + (j,-e)|.']< 

Soient L la longueur du pendule à secondes à l'équa- 
teur, correspondant a la gravité G; Ih longueur du même 
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pendule a» point considéré; on a 



/ = !.[, + (!, -e),.]. 



Si A est l'excès de la longueur du pendule au pôle sur sa 
longueur à l'équaleur, 



Dans le cas de l'homogénéité, on a E= ^ y, et' A=E. 
Mais si le sphéroïde est hétérogène, autant l'aplatissement, 
est aurdessiis ou au-dessous de ^ y, autant A est au-dessous 
Ou au-dessus de la même quantité. 

Soient C et A les moments d'inertie du sphéroïde par 
rapport à l'axe de rotation et à un diamètre quelconque 
de l'équatcur. En remplaçant, dans la formule finale du 
n° 89, A° par le coefficient — kh du terme en /a* de l'ex- 
pression de a, et supposant B = A, on trouve 

c-> , J>""> 

£ «:* 

ou, en ayant égard à la relation (d) du numéro précédent 
et remarquant que E= AH. 



La lliéoricdela procession des équi noues donne, comme 
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nous le verrons plus loin, pour la Terre, 

C — A , . - 
— jr-=o,oo3a$ 

et en prenant 

, = o,.»3 4 5, 

on trouve 




103. Jllraclion sur un point extérieur d'un sphéroïde 
recouvert d'une couche fluide. — Désignons par M la 
masse totale du sphéroïde et du fluide; la formule (3) du 
n° 103 donne pour la surface, en se rappelant que Z, = o, 
et que l'indéterminée Z 0 peut Être prise égale à zéro (82), 

î. J f H -«-H/>*-?(''-i) 

et pour a, 

eu substituant les valeurs dans la formule (17) du n" Hi, 
ojfctr<"«fJ 

Dans le cas d'un ellipsoïde, v s'arrête à a et Ton a 
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ei comme Zi = — E — , il vient en iléfiiiiiive pour 
la potentiel cherché 

106. Hypothèses sur la loi de la variation de la den- 
sité de la Terre avec la profondeur. — Lee considérations 
qui précèdent reçoivent également leur application, lorsque 
l'on suppose que la Terre a été formée dés l'origine d'une 
seule subsiancc, en tenant compte de l'augmentation de 
densité à mesure que l'on s'approche du centre, due à la 
compression exercée par le poids des couches supérieures. 

La loi qui régit les gaz et d'après laquelle, la température 
restant constante, la densité croit proportionnellement à la 
pression, ne parait convenir ni aux liquides ni aux solides, 
et l'expérience semble indiquer qu'ils résistent d'autant 
plus à la compression qu'ils sont plus comprimés; en 
d'autres termes, la dérivée de la pression par rapport à la 
densité croit avec cette densité, mais suivant une loi qui 
n'est pas connue; et l'on ne peut faire à cet égard que des 
conjectures. 

L'hypothèse la plus simple que l'on puisse faite con- 
siste à supposer que cette dérivée croit proportionnelle- 
ment à la densité, et c'est celle qui a élu imaginée et étu- 
diée par Legendre, et que Laplacc a discutée plus tard 
dans sa Mécanique céleste. 

M. Hoche (*} en modifiant l'hypothèse de Legendre par 
l'introduction d'un terme proportionnel au carré de la 
densité, ce qui a pour effet de rendre plus rapide encore la 
loi de la conipressibililé, arriva à ce théorème très-simple : 
la diminution de densité croit proportionnellement au carré 
de la dislance au centre. Les conséquences de cette propo- 



<■) Mémoires de V Académie dei Sclructl de Xonlprllier, t. [II; ,S.ïi. 
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«lion ofTrcHl un accord très-satisfaisant avec le résultat 
de l'expérience pendulaire exécutée par M. Airy au fond 
de la mine de houille de Harlon, à une profondeur de 
385 mètres {*). Nous allons exposer successivement les 
deux hypothèses qui, l'une et l'autre, conduisent à des ré- 
sultats tris-intéressants. 

107. Hypothèse de Legendre. — L'équation (a) du 
a" 103 donne, en différenllant par rapport à 1, cl suppo- 
sant Zo = o, ce qui est permis,' 

(7) 

Posons 



df 

k étant une constante, et appelons p, la densité à la sur- 
face, où la pression est supposée nulle; il vient 

et en vertu de l'équation (7), 

(») S— tpX*'"" 

faisant ~ = <?*, p = celle équation devient 
[a) — i + 7 >x = o, 

d'où 

x = Asini? + Bcosni;, 

et 

A . B 
p = -sin*7 + — cosiy, 

(») C**rUi raidit de fAaiémU drs Scicoca, t. XXXIX, p. non iSM. 
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A, B, étant deux constantes arbitra iris. La densité n'élant 
point infinie au centre où A est nul, li doit être nul, « l'on 
a tout simplement 

A . 

p=- SIDA?,. 

et comme à la surface a = i , il vient 

Si l'on nomme D la moyenne densité de la Terre, on a 

Or, les équations (8) et (9) donnent à la surface 

(â)..=-^>=-^ 

d'où l'on tire 

1 ' ?. ï'\ ^tîW 



Pour calculer l'aplatissement, nous nous reporterons à 
la formule (5) du n" 104, en y supposant v = a et suppri- 
mant l'indice de À, ce qui donne 

équation que l'on peut mettre soua la forme 

'("X'""") 6 "X""""" ,i t 

— : hh. l ~r = u. 



Digitizod b/ Google 



a3o TTIÀITÉ ÉLÉMBNT11HI! 

ou, en remplaçant p par - et ~ par sa valeur tirée Je 1 e- 
quaijon (8), 

5j .+fk£*«tt=0. 

Cette équation est salisfaile en posant 

sa valeur eu fonction de *, on trouve pour l'aplalisse- 



Ah= — iN 



expression qui devient nulle avec a au centre de la Terre. 

En se reportant au n" 101, l'aplati ssement à la surfiice a 
pour expression 



Substituant i!p à sa valeur déduite de l'équation (8), en 
ayant égard à la relation ('a), on trouve en définitive pour 
l'aplatissement à la surface 

â*['~^(' tan ë g)j [ 

3 _/ t f \ ... f^l 

\ tany<// toiM — '/ 
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Eu prenant pour tel aplatis se mon l, el^j <f =x o,oo865, 
un obtient 

, = a ,54. 

L équation (10) donne 

P , = o,458.D, 
et l'on a pour la densité au centre 

p = = a,b53D. 

La pesanteur en un point intérieur du sphéroïde repré- 
sentée par l'attraction de la sphère de rayon a passant par 
ce point se trouve très -simple ment et a pour expression 



f, (SIBAJ — Arj COSA7) , 



du en appelant g, h valeur de g à la surface du sphéroïde, 
ou pour a = 1, 

■ ■ „ / sinA>/ — *7cosa V \ 

à b '\ siay-jcos? )' 

Celle ibrmule donne pour un petit abaissement — à* 
au-dessous de la surface de la Terre 



Le rayon moyen de la Terre étant de 6 366 000 mètres, et 
la profondeur à laquelle M. Airy a exécuté son expérience 
élanl de 385 mètres, on a dans ce cas 



g, at^oo 

nombre beaucoup plus petit que — qui est donné par 
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l'observation. Si l'on voulait que la valeur ci-dcssns de g re- 
produisit l'accroissement observé, il faudrait prendre 17 = 2, 

de jjy" Ainsi la loi de Legendrc ne peut pas représenter à 
la fois d'une manière satisfaisante la loi de la pesauleur et 
l'aplatisse menu 

108. Hj-polhèse de M. Roche. — Supposons 

P = f .(,-|u.), 

(3 étant une constante et p a la densité au centre. <L 'équa- 
tion (7) donne 

i=- 4 . P ..,.(i-?,) = -i,^(| r . +f ), 

d'où 

Cette formule ne diflère de celle de Legendre que par l'in- 
troduction dans le second membre de ^ d'un terme pro- 
portionnel au carré de la densité. 

Kous avons obtenu au n° (104), pour la Terre, la rela- 



tion 



cl un y remplaçant p par sa valeur ci-dessus, on irouvc 
6 = 0,8, d'oi 

, = ,.(, -.,8..). 
En continuant à désigner par D la densité moyenne de la 
Terre, on a 
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d'où 

p, = T,923D. 

Si l'on prend Dar exeai|>Ie D = 5,5, on a p, = 10, 5 cl la 
densité à la surface est 

p l = o,9a P .= 2,i. 
L'attraction de la sphère de rayon à, sur un point de sa 
surface, a pflur expression 

4 ^î- 0 ' 8 -sl=T3 f '(*-3'")' 

g l étant la pesanteur à la surface de la Terre, correspon- 
dant à 1= i . On voit que l'accélération g augmente à partir 
de la surface jusqu'à la distance A = jî pour laquelle elle 
atteint sa valeur maximum r,o6Sj,, laquelle est plus 
grande qu'à la surface de plus de ~ La pesanteur décroit 
ensuite, reprend la valeur g, pour a = 0,655, puis dimi- 
, nue rapidement et à peu près proportionnellement à a, 
jusqu'au centre où elle est nulle. 

Pour une faible variation de profondeur an- dessous de la 
surface, on a 

et, en se plaçant dans les conditions de l' expérience de 
M. Airy, ou trouve 

ti — _1_ 

g .953»' 

La différence entre ce résultat et la fraction donnée 

»9'9° 

par l'expérience est évidemment inférieure à l'erreur pos- 
sible de l'observation, dans laquelle il s'agit de constater, 
sur une durée de a4 beures, une variation de a secondes j, 
environ. 
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L'aplatissement se déduira de l'équation 

rf'A + 3o(i + p*') Hh + ii$h _ ( 

qu'il faudrait intégrer au moins par approximation, eu 
tirer la valeur de l'aplatissement à la surface, et voir 
ensuite si elle s'accorderait dans des limites convenables 
avec la valeur qui résulte de l'observation. Ce serait une 
belle justification de l'hypothèse de M. Roche ; mais pour 
y arriver il faudrait passer par une série de calculs qui 
seraieiil. fort compliqués. . . " . 

*j V. De Là STABILITÉ DE L'ÉQUILIDnE d'lHE MASSE 

FLUIDE HOMOGÉHE ANIMÉE D*OM MOUVEMENT DE DOTA- 
TION UjtlFQlUKB. 

100. Concevons qu'une masse fluide homogène animée 
d'un mouvement de rotation uniforme, soumise à ses ac- 
tions mutuelles, pouvant recouvrir un noyau central . so- 
lide, subisse, sous l'iuiluence de certaines causes exté- 
rieures, des modifications de forme supposées très-petites, 
et proposons-nous de déterminer les conditions nécessaires 
pour que ers modifications continuent à rester Irès-peliies, 
de manière que, après une série d'oscillations, la masse 
fluide finisse par reprendre sa forme d'équilibre. Nous 
aurons ainsi les conditions relatives à la stabilité de l'équi- 
libre de la masse. 

Le tout se réduit, comme on le sait, n exprimer que 
l'accroissement infiniment petit du potentiel, qui est du 
second ordre, est négatif. 

Pendant la déformation le moment de rotation (90) reste 

Les petits déplacement de la masse pourront être rap- 
portés, comme mouvements relatifs, à la figure d'équi- 
libre (S) supposée animée Uu mouvement moyen du rola- 
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lion de celle masse, c'est-à-dire du mouvement qu'elle 
prendrait si [oui à coup elle formait un système solide. 

C D > C, les moments d'inertie de la masse par rapport à 
l'axe de rotation lors de l'équilibre et à un instant 
quelconque ; 

n 0 , i, les vitesses angulaires correspondantes; 

ç la densité de la couche fluide, la densité du noyan étant 

g l'accélération duc à l'attraction de la masse et à la 
force centrifuge sur un point quelconque de la surface 
d'équilibre, cl qui est nécessairement normale à celte 
surface ; 

ri'», dbï deux éléments de la surface d'équilibre ; 
A leur distance ; 

s, a' les portions correspondantes et infiniment petites 

des normales limitées par la surface variable. 
La relation 

indique que dans leur mouvement relatif par rapport à (S), 
la somme des produits des masses élémentaires par les aires 
décrites en projection sur le plan de l'équateur est nulle, 
car (t représente la même somme dans le mouvement absolu 
et le mouvement d entraînement (*}, et leur diiléreuce est 
par suite nulle. 

L'accroissement du potentiel est dû : i D à l'attraction sur 
lui-même de l'excès spliéroïdal limité parla surface variable 
el la surface d'équilibre; a° à l'attraction de la masse (S) 
sur cet excès; 3" à la variation de la force centrifuge sur 
toute la masse réduite aux termes du second ordre. 



(■) Vo/t:, pgur la ihcurio de. muiivemunit rtlaiif., muii Trtlti tkCiti- 
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Lorsque la masse pdmdz s' élève au-dessus de la figure 
variable, au point correspondant à rfw, l'attraction qu'elle 
reçoit de l'élément pz'dm' de l'excès sphcroïdal donne 
lieu au travail p'diûdn' — ^~ L'élévation dz' au-dessus de 
dv' donne de même, par rapport à l'élément pzdtù, le tra- 
vail p*drùda>' ; la somme de ces deux expressions étant 
f>* ,/ "" /w il.zz', il vient, pour les déplacements s, a' au- 
deasus de la surface d'équilibre, 

p . __.„•. 

Si l'on fait la somme des expressions semblables pour tout 
l'excès sphcroïdal, il est clair que l'on aura le double du 
potentiel dû à ses attractions mutuelles, puisque chaque 
élément s'y trouvera répété deux fois. On a donc pour ce 
potentiel 

Le travail élémentaire du à la résultante g, sur l'élément 
pd us, étant — gpdwzdz, il vient, pour le potentiel corres- 
pondant au déplacement z compté ;i partir de la surface 

d'équilibre, — — z'dw, et pour tout l'excès sphcroïdal. 

Le potentiel dû à la force centrifuge, r étant la distance 

En posant C= Co-f- ^C, le terme dit second ordre de cette 
expression est 
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en remarquant que l' accroissement <ÎC du moment d'inertie 
est dû à l'excès sphcroïdal ou est égal à p J'r'zdw. L'ac- 
croissement total du potentiel est donc 

H'ff/^-îJ^-iW'-*)'"' 

telle est l'expression, qui doit être négative. 

110. De la stabilité de l'équilibre des mers. — Suppo- 
sons que la surface d'équilibre et le noyau soient très-peu 
différents d'une sphère; l'accélération g peut approxima- 
tivement être considérée comme consianlc, et nous pren- 
drons pour unité le rayon de la sphère équivalente au 
volume du sphéroïde total. 

On a 

Y, étant la Fonction du n" 73, symétrique par rapport aux 
angles 0, 6', et a, a' qui fixent la position de du, du'. 
Soient 

les développements en fonctions sphériques de s, z\ z a , 
la fonction Z„ étant nulle (82). Ou a (78), v étant difle- 
renl de v', 

attendu que dv, dm' peuvent approximativement être con- 
sidérés comme deux éléments sphériques, et les intégrales 



(•) M. Liomillo ml arrive le premier i celle ciprcsolon pur une raélhudo 
ann]jlii]iic insérée dans sun Journal de Hulhénuxtiauci puiai et apptiqutts. 
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ci-dessus s'étcndaiu ;'i tonte la surface de la sphère on de o 
à 4tt; on aide plus, d'après la formule (i3) du il" 79, 

/•♦"zJT,*/— fc-fc 
Jo a» + i 

Les deux premiers termes de l'expression (i)deviennent par 

suite, en remarquant que l'on a à très-peu près g = ^» 

=_H J r , -[ ( ,- !l z ;+ (.-|,)z î+ ...]... 

Enfin, on a r* = sin'Û = | — ^ji* — , et comme (i* — ^ 

est un cas particulier des fonctions Z„ l'intégrale du troi- 
sième terme du l'expression (i) se réduit (88} a 

jf "«.(,-- ^-=a„ 

A, étant le coefficient du terme de Z, indépendant dc.cr. Il 
vient donc, pour l'accroissement total du potentiel, 

-îiH?«n*-«H-i')«*-H 

et pour qu'il soit négatif, ([«clic que soit la déformation ou 
les valeurs très-petite) attribuées à A,, Z,, Z,,..., il faut que 
p < i . Donc, pour que l'équilibre de la mer soi/ stable, il 
faui que sa densité soit inférieure à la densité moyenne de 
la terre. 

Si cette condition n'est pas remplie, il y aura certains dé- 
placements pour lesquels les cléments matériels du fluide 
tendront à s'éloigner de plus en plus des positions qui con- 
viennent à l'équilibre, et l'équilibre sci a instable pour ces 
déplacements. 
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§ VI. — De î.a figure ne l'aBHWO de Saturhe. 

111. L'anneau de Saturne est. une couronne circulaire 
d'une- très-faible épaisseur, dont le centre est celui de la 
planète cl dont la largeur est environ la moitié du rayon 
intérieur, ce dernier étant égal à une fois et demie celui de 
la planète (*). 

L'ami eau n'est pas simple, et l'on a reconnu jusqu'ici 
qu'il est formé de trois anneaux concentriques presque 
entièrement situés dans le môme plan. 

L'irradiation doit considérablement augmenter la lar- 
geur apparente des anneaux; il peut même se faire que 
chaque anneau se compose de plusieurs autres, qui par la 
même cause paraissent se confondre en un seul pour l'ob- 
servateur. 

JVous supposerons, dans ce qui suit, que ebaque anneau 
est fluide ou qu'il l'a clé primitivement, qu'il ail'ecte par 
conséquent la forme d'une surface d'équilibre, qu'il et 
homogène, que la distance entre deux anneaux consécutifs 
est assez grande pour que, en raison de leur faible masse, 
on puisse négliger leurs artioris mutuelles de l'un à l'autre. 

Chaque anneau se trouvera ainsi sollicité par ses attrac- 
tions mutuelles, par l'attraction de la masse de Saturne que 
nous considérerons comme sphérique et composé de cou- 
ches homogènes concentriques; enlin par la force centri- 
fuge résultant de son mouvement de rotation accusé d'ail- 
leurs par l'observa lion et suppose uniforme. 

L'attraction d'un anneau sur un point dfi sa surface 




Rayon mlnricrdc l'.mnMU aiow .. 

R>Ta nv >UH<nrd«r>nna>a. : ipooo 

Lcp.iijMUr ri> rnntiivui i-l inninntir, m.iis pli. 1 rie pnrnll |im ili>n.i»r>r 
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étant très-petite par rapport à l'attraction de Saturne, cl 
sa largeur dans le sens du rayon paraissant elle-même 
devoir être une Ires-faible fraction de ce rayon, on pourra 
sans inconvénient négliger le rapport des dimensions trans- 
versales de l'anneau à son rayon, ou supposer ce dernier 
infini. De sorte que l'on est ramené à déterminer l'attrac- 
tion d'un cylindre indéfini de même section transversale 
sur un point de sa surface. 

1 12. La figure elliptique satisfait à la condition d'équi- 
libre d'un anneau supposé fluide. — Soient : 
OZ l'axe de rotation de Saturne; 
C le centre d'une section méridienne; 
Gz la parallèle à OZ menée par ce point; 
OCj la perpendiculaire à OZ passant par le point C, 

prise pour axe des y\ 
a le rayon OC du cercle décrit par le centre de l'anneau; 
S la masse de la planète; 
n la vitesse angulaire de rotation de l'anneau; 
y, z les coordonnées d'un point m du périmètre de la 

section considérée. 
Le travail élémentaire de la force centrifuge du point m 
sera, abstraction faite de sa masse qui entre en facteur, 

*>dy. 

Le travail total de l'attraction de Saturne sur le même 
point est, en négligeant les puissances de z,y supérieures 
à la seconde, 

S _S Sj- t S/' i Saj 

d'où, pour le travail élémentaire, 

S , îSrrfr Si'/i 
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Enfin, si l'on suppose que la section de l'anneau est une 
ellipse ayant pour équation 



d'après le n° 71, le travail élémentaire de l'attraction 
qu'il exerce sur le point m est 

\ 7+1 7+' T 
la densité de l'anneau étant prise pour unité. On a donc 
pour la condition d'équilibre à la surface 

'.(S-Mife-S-)'* 

(An.. 



J tih = o. 

Cette équation coïncide avec celle de l'ellipse si 



4 g 3s 

7-1-, 

d'où l'on déduit 
(") 



4*«> (ï-^i}[3 7 '+i) 
A l'inspection de cette formule, on voit que y> i ou 
que l'anneau est nécessairement aplati. Considérée comme 
une équation en y, elle a deux racines positives, puisque 
son second membre devient nul pour y = i , y = oo . 

Le maximum du second membre de l'équation (i) est 
égal à o,o543o26 et correspond & 
7 = ».5o4 ; 

si donc on désigne par I) la densité moyenne de Saturne 
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rapportée à celle de l'anneau, par R son rayon, comme on a 
S = |.R.D, 

la plus grande valeur que l'on puisse attribuer à D est 




Eu supposant que l'on prenne pour a le rayon moyen de 
l'anneau total, on a sensiblement 

et la limite supérieure de la densité de Saturne est 1,3. 
n'a - - 

montre que chaque anneau partiel se meut autour de la 
planète comme un satellite placé à la même distance. 

11 suit de là que la période de ce mouvement doit être 
de o>,44 pour l'anneau intérieur, ee qui est conforme à 
l'observation. 

413. Instabilité de l'équilibre d'un anneau régulier et 
irrégularité nécessaire pour la stabilité île l'équilibre.. — 
Nous avons supposé à l'anneau de Saturne une forme ré- 
gulière; mais, pour la stabilité de l'équilibre, il est néces- 
saire que la distribution des musses constituantes ne pré- 
sente pas complètement ce caractère, soit que la section 
soil variable, soit que son axe curviligne soit à double 
courbure, soit eulin qu'il ne soil pas homogène dans toutes 
ses parties. Ces inégalités de forme, quoique très- faillies, 
sont indiquées par 1rs apparitions et les disparitions de 
l'anneau, dans lesquelles les dt:u\ anses présentent des phé- 
nomènes dillëreitls. Sans ces inégalités, l'anneau sous l'in- 
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ttoOiçc du plus faible déplacement dû à la cause la pl„ s 
légère, telle que l'attraction d'une comète ou d'un satellite, 
(mirait par se précipiter sur la surface de Saturne. 

Supposons, eu cd'et, que le centre de Saturne soit en O 
{ftg. 10), le rentre de l'anneau déplacé étant eu C, et con- 
sidérons l'une clos circonférences matérielles dans lesquelles 
cet anneau peut se décomposer ; soit ab la corde perpendi- 
culaire en () bu rayon OC, déterminant les deux segments 
inégaux n.li: n.l'h, te premier étant plu* petit nue l'aune. 
" attraction de Saturne ou de C sur deux éléments nm 



-.■-rnc. 



- O, sera plu» grande pour le 
premu r que pour le second; d'où résulte que l'attraction 
de la planète sur le segment adh sera plus forte que sut le 
■egmmil eirib, nu que l'attraction totale sur la circonfé- 
rence sera dirigée de O vers C, et tendra A éloigner le 
second de ce» centres du premiec. Le centre de l'anneau, 
«uppn*é régulier ou composé d'un certain nombre de cir- 
conférences identiques à la précédente, finirait donc par 
s éloigner de plus err plus de celui de la plam i. et l'an- 
neau arrivera,! à se joindre à Saturne. 

Lçs dtverj aoneaux qui entourent le globe de Saturne 
sont par conséquent rie* solides irrégnliers d'une lar-enr 
inégale dans le» di lièrent poînlf rie lettre drconférenceà.'de 
telle sorte crue leurs centres de gratitd ne coïncident 'pas 
avec leur centre de figure. Ces centres de gravité peuvent 
être considère* comme autant de satellites qui se meuvent 
autour du centre de Saturne, à des distances dépendantes 
de l'inégalité des parties de chaque anneau, a Vendes vitesses 
rie rotation égales à celles de leurs anneaux respectifs. 
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CHAPITRE V. 

I>E LA FORME DE LA TERRE DÉDUITE DES MESURES 
GÉODÉSIQUES. 



. 114. Dans le chapitre précédent, nous avons reconnu 
que la Terre doit affecier ia forme d'un ellipsoïde de révo- 
lution, on partant de celte hypothèse qu'elle a été primiti- 
vement lluidc, et que le refroidissement n'a pas dû modi- 



lier sensible, 


ncut la forme de sa surface libr 
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iction théorique s'accorde-t-ellc 


avec les résill- 


lais de l'obst 
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.cule. ,,ou« 


rnt décider. Or on sait que les 






ont pour objet de déterminer 
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plus court chemin de l'un de s 
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a surlace sur laquelle elle est : 


iracée. Ori est 


donc condu 


il, en premier lieu, à déterminer la relation 


qui existe ei 


lire la forme d'une surface et ses lignes géodé- 


si q tics. 







Les lignes géodésiques jouissent de deux propriétés im- 
portâmes, que nous allons d'abord rappeler i 

i° Le plan oscillateur d'une ligne geodesique tracée 
sur une surface est normal à cette surface. 

Considérons, en elî'et, deux points infiniment voisins 
d'une ligne géodésiqne, entre lesquels elle détermine le 
plus court chemin ; 1 clément d'arc qui joint les deux points 
peut être regardé comme apparlenant également au cercle 
osculatcttr de la courbe. Or, de plusieurs ares de cercle 
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qui passent par deux points, le plu* ronîrl est celui dont le 
rayon est le plus grand, et comme, d'après Ir théorème de 
Mcusmcr, pour une section plane faite dans une surface 
suivant une tangente quelconque, le rayon de courbure le 
plus grand est celui qui correspond à la section normale, 
le théorème énoncé devient évident (*). 

■j." Si un point mobile est assujetti à se mouvoir sur une 
surface, sans élre sollicita par aucune force extérieure, 
il décrit une ligne géodêsique. 

Car l'accélération du mobile rst normale à la surface de 
mime que la réaction de cette surface à Inquelle elle est due, 
et, comme elle est comprise dans le plan oscillateur de la 
trajectoire., le principe énoncé se trouve démontré. On voit 
aussi que la vitesse est constante, puisque l'accélération 
tangenticllc est constamment nulle. 

La recherche des lignes géodesiques sur une surface pré- 
sente de grandes difficultés d'intégration, que l'on n'a pu 
surmonter que dans quelques cas particuliers, et l'on n'a 
résolu le problème pour les surfaces du second degré qu'en 
employant les coordonnées curvilignes (**). 

Nous nous bornerons à étudier dans ce qui suit le seul 



(■) Sur uns sarfaca rUrelSfipablc, !p lrj>nu Roudcslqurj doit devenir "no 
droits après lu duVL'lfippomcnt de la surface sur un pian. [V ipii i\ l;;h.- .|m' 
lu prol on cornent d'un clément do la emiri..: et IVIiuiinl suivant f.isicin l.-i 
inCmcs angloa avec la CL'iu'iMiricc intcrimoliairo; d'où l'un déduit dirccle- 
uicnl que lu plan osculalcur rst normal ii lu surface. 

Si l'un mène rien plans un&eim oui différents points d'uni: lijm' jjon.lo- 




dani la /.nno élénionlniri' l'unimiiiio arn d.'ui nuiioi, ci- ijili e>t l'onti iiirr il 
riivpnllii'M- aduii.o. On voir ainsi d' ■ anlrv nraniùro qui- li: plan inmla- 

mrme lempi eet outre thuorimn : 

. Uni lmrgi?irr-i nninV«!.Wi ri uiir l,nr,--, : L i,!. , jr(/o ■ f.nl ir, lin-mts nnglrln.'cc 
/,, MflflfflU co-r/ueTic.- ImÙmfdftre, 

(*») Korr la travaiii do H H. Gains, Jitoli, Jaaeblnwlhil, IJoikdUs, 
Chusk=, Mirjhicl Koucrls. 



a4fi TltAlTÉ ÉLÉMENTAIRE 

cas réellement ulUe dans la géodésie proprement dite, étu- 
dié par Laplace, ut auquel nous couduïra d'une: manière 

115. Lignes géodisiques sur an sphéroïde tiis-peu 
différent d'une sphère. — Pour déterminer^ «ne ligne 
géodesique sue nne surface, il suffit de se donner l'un de 
ses points A [fig. t 1) et la direction de la tangente en ce 

Soient : " 
0 le centre du sphéroïde; 

-i.'O j le plan mené par ce point et la tangente en A à 
la ligne géodésique, l'axe O.r se confondant en di- 
rection avec OA ; 

Oy la perpendiculaire en 0 n Offdans le plan ci-dessus; 

Oz la perpendiculaire au même point à ce plan; 

I! un point quelconque de la ligne géodésique; 

b sa projection sur le plan iO/i 

c le point de rencontre de Ob arec le cercle décrit du 
point O comme centre avec le rayon OA dans le 
planxOji 

OA = a; 

r — OB = a (iH-u), « étant une petite fraction dont 
on négligera les puissances sujiéi -i cures ;i la première ; 
y. l'angle AOb; 
3 l'angle UO!> ; 

Bm la perpendiculaire en lï ù BO dans le plan BOs ; 
Hp la, perpendiculaire au plan HO.z menée par le même 
point; 

R, M, P les composâmes suivant O!!, Bm, B/> de l'ac- 
célération du point mobile il qui est censé décrire 
librement la courbe AB, sans être soumis à l'action 
d'une foret extérieure. 



S! le spliéroide devenait une sphère, ou ai h était nul , 
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la courbe géodési que coïncidurait avec le cercle Ac; l'angle 
HOb=$ est donc de Tordre u, cl l'on en négligera le 
carre et le produit par u. On voit aussi que l'on peut con- 
sidérer 011 comme égal à 01/, Bb comme un arc de cercle 
de centre O, et supposer bc = au. 

Supposons que u soit développé en série ordonnée sui- 
vant les puissances ascendantes de S, et soit 

n = a, 4- u,3 + n,3'., . , 

Dans le cas actuel, le premier terme, le second, le troi- 
sième, etc., seront du premier ordre, du second, du troi- 
sième, etc., et, si l'on emploie des parenthèses pour dis- 
tinguer les dérivées partielles relatives à la surface des 
dérivées qui se rapportent à la ligne géodésique, on a, aux 
termes du second ordre près, 

/du\ du, fdu\ 

da fdtt\ fdtt\ ,IS (du\ 

et les [rois valeurs snnl indépendantes de d. 

L'arc élémentaire ils, décrit par le point 11, est égal, aux 
termes du second ordre près, + u) ils.; d'où 

et, comme la vitesse ^ du point li est constante, qu'elle 
peut être choisie arbitrairement et supposée égale à n, H 
vient 
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» J — - 

Le point B décrit dans le plan mobile bOz unecourbeBc, 
en vertu d'une accélération dont nous allons d'abord cher- 
cher les composantes. A cet eflêt nous remarquerons que 
ce mouvement peut Èlre considéré comme résultant d'un 
mouvement relatif suivant le rayon 06, qui tourne lui- 
même autour du point O; ou a donc l'accélération relatrve 
d'r d'à 

~ = a ——i suivant OB, 
dt* df 

l'accélération d'entraînement langenliellc 

, d'3 d'S 
a (1 + u) — = a —i suivant Bm, 



et ce sont les deux seules accélérations dont on ait à 
tenir compte, attendu que l'accélération centrifuge com- 
posée a et l'accélération normale d' entraînement 
r (^jjj sam du second ordre et négligeables {*). Connais- 
sant ainsi les composantes de l'accélération du point B dans 
son mouvement relatif dans le plan :Ob, cherchons à dé- 
terminer celles de l'accélération absolue. 

La vitesse relative du point lï en projection sur le 
plan xOy étant égale à 

— coso" _ « — > 

aux Lermes du second ordre prés, on a, pour l'accélération 
centrifuge composée, prise en sens contraire, due à la rota- 



(*) Voir, pour loulre qui concerne la lliooriedn 
Trtili de Cinématique parc. 
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lion du plan zOb autour de Oz : 

dada 
,„__, „,„„,„,. 

La composante tangent! elle d' entraine ment est 

P «*^^F = 0 ( I + ")^Ï> suivant B/>. 

L'accélération normale d'entraînement — r~ coso, di- 
rigée suivant la perpendiculaire 1B à Os, donne les com- 
posantes 

+ suivantOB, 
«(,+»)^»,n4=* 5ïî .J, S n.».ntB*. 
On a donc, en récapitulant, 

rf« tlit , , </'a 

a — +a — 3= H: 

aV A» ' 

ou, en remplaçant ( par et dans les termes du premier 
ordre, en vertu de l'équation (a), ~ par sa valeur fournie 
par la même équation, ~ par celle qui s'en déduit, 



La résultante de H, P, M étant normale à sa surface, on 
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a, d'après le principe du travail virtuel, 

R/ir-t- MrfJ + PrcosJrfi = 0, 

IU« + M<M-+-P(l + «)«/« = o; 

d'où, en ayant égard à la première des équations (3) et en 
venu de l'approximation adoptée, 

m i — (?)"(î)- 
I— -<î)«(î)- 

La seconde des équations (3) devient ^ = {^p^j tl ex- 
prime une identité, d'après ce que l'on a vu plus Ijaul. La 
troisième donne 

dont l'inlcgrale est {*), par suitede» conditions S = o, ^ =s o 

d'Où 

3Ï = -«""-««« s- 

fi Jx i'-r 

— = — -rcnSB — ■■■suio — -*-iosb -j^.i 

riiijiijiimi ;i) devient 

tl'uù l'inli'Uliilt lUi li-Jli ijui m «■ Iti'ini' [nia JiiiJ» 1j .UtVdPu'ïUf rr'ttiJe du 



DB «ÉMMQI T. CÉLESTE. 2)1 

pour «KO,'' 

Soit p le rayon Je courbure au point B de la trajectoire; 
l'accélération en ce point est 

~ = ^R'+M'-t- I» ou --• = — R, 
tire de là, en ayant égard :'t la .première des équations (3), 

—.t- g- 

On reconnaîtra Tacitement nue l'angle de la tangente nu 
point B de la courbe avec ie plan^'Oj; est égal à 

Soit tfi l'angle formé par la normale à la surface au 
point B avec Ox; la projection de l'accélération totale 
sur Ox étant li eus a — Psina, il vient 

_ Reosa — Psinz __R<:osz— Psinz_ fdth . 

"•=*-.(£)■' 

en substituant à la variable a dans ( ,7 j > ce qui est per- 
mis aux termes prés du second ordre. 

Appelons V l'angle que Tait avccyOx, le plan parallèle 
à la normale au point B de la surface, mené par la droite 
Ox. La trace de ce plan sur yOz sera la projection sur 
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ce dernier de l'accélération lotale supposée transportée 
parallèlement à elle-même au point O. Or les composantes 
du cette accélération sont 

B sini -+■ P cosa, suivant 0^-; 
H «ni 4- M cosJ, suivant Oij 

ïl vient donc 

Désignons par a l'angle formé par laJSHgcnte en G avec 
le plan ci-dessus passant par Ox et la parallèle en O à la 
normale au même point de la surface, et soil k le point où 
le plaitcoupc lïè; bk est égal à l'angle V, multiplié par la 
distance (lu point b h Ox, ou par « sina. On a donc 

B* = «(V«n«-*). 

Pour un point infiniment voisin de B, le plan À Ox étant 



<f .Bi =: a (Vcosarfa — dt); 

il vient donc, en remarquant que l'angle kOx peut Être 
considéré comme égal à a, 

,o) n = — — =Vcosa -=VcoS^ r- ■ 

Si u est développablc eu série convergente ordonnée 
suivant les puissances ascendantes de a, pour des valeurs 
de cette variable inférieures à une certaine limite, on a, 
en affectant de l'indice i les dérivées partielles qui se rap- 
portent au point A, 



=(£)." + tM£).' 
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el d'après la seconde des formules (1), 

<■■> •=-[-^(S),-^(S)--} 

On voit du cette manière que si a est assez petit pour 
que l'on puisse ep négliger le produit par des termes de 
l'ordre u, on a 

Considérons sur la ligne géodésique un point A, infini- 
ment voisin de A; les tangentes en A, A, aux sections dé- 
terminées dans la surface par les plans îOA, zOA, seront 
respectivement avec OA et OA] les angles 90° — ' 

90 0 — (jjÇj — ( rf^ 7 /j ) el ' an 8' e f° Tm 6 P ar ces tan- 
gentes sera — {^ d"di ) ^ etlc dernière expression sera 
en même temps, en grandeuret en signe, aux termes du 
second ordre près, l'angle ^inflexion de la surface (*) 
correspondant à la direction AA t , c'est-à-dire l'angle formé 
par les tangentes a la surface en A, A, comprises respecti- 
vement dans le plan normal à la tangente à la courbe en A, 
et dan* le plan parallèle mené par le Jioilit A -, pour re qui 
est relatif an signe, il suffit d'observer que cet angle doit 
être ronsïuVré comme positif ou négatif, selon que la tan- 
gente en A, i-si située au-dessous ou au-dessus du plan 
langent par rapport n la convexité de la surface. On a 
donc, en désignant par D le rayon d'inflexion, 




UO. Application à la géodésie. — Les formules précé- 
dentes deviendront immédiatement applicables à la Terre, 



(-) Va/'t mon TieUS dr Ciacmaiique pure, p, 544, 
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on 1rs transformant convenablement on coordonnées géo- 
désiqurs. Nous nous humerons à examiner les deux cas 
particuliers développés dans le second volume de la Méca- 
nique céleste de !. a place. 

Nous rappellerons que le zénith en un point de la sur- 
face du sphéroïde terrestre est l'intersection de la voûte 
céleste avec la normale en ce point de la surface. Le méri- 
dien céleste au même point est le plan déterminé par l'axe, 
de la Terre cl le zénith, ou encore le plan qui, passant 
par la première de ces droites, est parallèle à la normale 
au point considéré de la surface. 

La latitude en un point de la Terre est le complément 
de l'angle formé par la normale avec t'aie terrestre; on 
donne à ce dernier angle le nom de colaiiiu.de. 

La longitude d'un lieu est l'angle compris sous le mé- 
ridien céleste correspondant cl un méridien céleste fixe 
dans l'espace. 

La longitude et la latitude ou la colalilude sont les coor- 
données employées en géodésie, par le motif qu'elles sont 
celles qui se prêtent le mieux aux observations. 
. i cr Cas. — La Uutgenle au point de départ d'un s ligne 
géadésique est parallèle au mèriilien céleste correspon- 
dant.— Soient {fis. 12) QQ 1 1'inlerseetion du grand cercle 
QAQ' comprenant la tangente AT au point de départ A de 
la ligue géodésique, avec le méridien QA'Q' correspondant 
à ce point, dont le plan contiendrait la courbe si le sphé- 
roïde était de révolution; PI* l'axe de la Terre; 5, A' les 
projections respectives de lï sur le plan QAQ', de ce niâurc 
point et de A sur le mériden; c, l'angle AOA'; &' l'angle 
compris sous les rayons- qui joignent les points II et // au 
centre O; a' l'angle PO&'ï a, o continueront à représenter 
l'angle AOB et l'angle au centre correspondant à Iti. 

L'angle compris sous les plans des grands cercles QACV, 
QA'(y étant de l'ordre de u, l'on de ces grands cercles peut 
i- ire considéré comme la projection de l'autre sur son plan. 
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Les formules (8), (;)|, (ru) supposant se ni cm (MU que In 
courbe s'éloigne peu du plan jOi de la Jtg. 1 1 , peuvent 

la droite AP prise pour axe des X ; il suffira d'y remplacer 
« par a' et î par S'; $ devient alors la colalitude du point II, 
V l'angle compris sous lus méridiens correspondants aux 
points A et li ou la différence de longitude de ces deux 
points, et n l'angle formé par la tangente en R à la ligne 
géodésiqne avec le méridien eorrespondant. 

Les formules (8) donnent, en remarquant nue a' — a est 
l'angle constant POA', 



[••= + -sf 

La formule (9) devient 

Les ares bh' = a(3 — 5) et AA' élaut proportionnels ;'i 
le.» di.tancc, i QQI, on .n™ 



(«) S' — 0 = 3", sio (go°+ a) = ^ cosa, 

« l'on P o„ mF ,..«lr« (S) = (»)- 

En affectant de l'indiee 1 les dérivées partielles qui se 
rapportent au point A de la surface, la condition V'.aeti 
relative à ce point donne 

:'<» : '-(*);•- 

et par suite 

w , v»„ t =_(£) + (£)™. + ,. 
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La formule (10) devient 

rfj' dS' 
[M] . = ï™ t -^ = Vc.,t--. 

Supposons que la différence de latitude des points A, B, 
égale à — a, aux termes du second ordre près, soit assez 
faible pour que l'on puisse en négliger le carré, l'équa- 
tion (a) donne 

df d» , ,„ dt „ 

~t- = j — «oaJ, = ~ — nff,. 

da 3 a da. 

D'après la formule de Taylor limitée aux termes du pre- 
mier ordre, et en remarquant que =o pour le point A, 

cl qu« l'équaifi. (5) doan. (J-,) = (J). » ■ 

Les formules (g) et (10), eu égard à la valeur {(3) de 3„ 
donnent donc enfin 

1 ou, aux termes du second degré prés, 
( VcO»4i,±=o, . 

ifi, étant la colatitude du point A. 

On voit ainsi que par l'observation seule, et indépen- 
damment de la connaissance de la ligure de la Terre, on 
peut déterminer la longitude des extrémités de l'arc me- 
suré; et si la valeur trouvée pour l'angle cj est telle, qu'on 
ne puisse pas l'atiribui'r aux erreurs d'observation, on sera 
certain que la Terre n'est pas un sphéroïde de révolution. 

L'équation {o.") donne, en remarquant que â est du 
second ordre en «, 

tsr , **♦--(&),.--(;&),* 
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et l'on a encore Ira relations suivantes, en ayant égard aux 
formules (i3) et (i4) : 

Vain +' — P* — 5' 

»=g««.tf =gCOt+,. 

L'observation de if„ o, s permettra donc de déterminer 

La longueur de l'arc Alt sera donnée par la seconde des 
formules (i), dans laquelle il faudra exprimer et en fonc- 
tion des latitudes des deux extrémités de l'arc. Or a est la 
différence des valeurs de «'correspondant aux deux points A 
et B; il~vienl doue, d'après la seconde formule (8'j, 




Le rayon de courbure de la ligne géodésiqnc au point A 
étant, d'après la formule (7), 

'"[-•&).} 

il vient 

el les mesures géodésiques donneront par cela même 

P 

s" Cis. — La tangente au point du déport est normale 
nu méridien correspondant. — Soient {Jig- t3) : 
ZPP' l'axe de la Terre; 

T'KP' le méridien céleste du point de départ A de la ligne 
géodéskjuc, lequel est perpendiculaire au plan mené 
suivant la tangente AT en A el le point O; 

OK.r' l'intersection de tes deux plans; 

y l'angle AOK qui est de l'ordre de 11 ; 

'7 
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i l'angle; POK qui ne différé de la rnlatiludi'tjj, du point A 

que d'une quantité du mime ordre ; 
OX, Oz' les perpendiculaire» à OZ ci Oar'dans lo plan 

du méridien; 
OY la perpendiculaire en O à ce dernier. 
Comme au numéro précédent, dont nous conserverons 
es autres notations, nous supposerons l'axe 0 x dirigé sui- 
vant OA; Oj sera lu perpendiculaire à Ox dans le plan AOT 
luqucl Os sera lui-même normal. L'accélération, supposée 
ransportée parallèlement à elle au point O, a pour com- 
josanles, en se rappelant que P et M sont du premier ordre, 
/ Rcos{« + 7 )— Psim[d+7] 

\ — Rfcosa — 7 sina} — Psina suivant 0-c', 

a) ] Rsin^ + yJ + Pcosta+ï) 

I = R(sin« -t-7COSa)-t- Pensa = Y suivant OY, 

\ Rtf-t- U suivant Oz', 



[Rcos(« + 7)-P»in(«-*-7)l 

Xsinï — [Ri+M)coll = X 

[Rco S ( 1 + 7 )-P S in(«H- 7 )] 
XcosH-(R3-l-M)sinl=Z 



Si l'on remarque que l'accélération totale est égale à R 
aux termes du second ordre près, que dans des termes du 
premier ordre on peut remplacer i. par U/,, il vient, en se 
reportant aux équations (4), pour la colatitude $ .d'an 
point quelconque B de la courbe, 



-(.-^)- 



j sina cos^i, 

+**-* (?.) + [*-(»)]**• 

d'où, pour « = o, S = o. 
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m '=*-(£).. ■ 

et enfin 

cos+ = cosa cosf — sio 0 cos.fi, (ï ~ ^ ) 

Supposons que l'arc AB soit assez pelit pour que l'on 
puisse en négliger le cube dans les terme?: iuiii'priiilniifs de 
u, et le carré dans ceux qui dépendent de celle quantité: il 
vient, en remarquant que cos^i — cosifp, = — gîn<j>,{i^ — ([•,), 

expression dans laquelle il faudra remplarer 7 par sa valeur 
en fonction des coordonnées du point A, et que nous ttuu- 

F,n continuant à appeler V l'angle formé par le méridien 
du point B avec celui PKP' du point A, on a 

t an K V=I = Rf> n »- HrP-) + P"»« . 

b X R{cO»a — 7 sin B ) iiiù — Psîna — (RJ + M) eos) 




Comme pour a = o, ou a V = u, il vient 

'-(£).■ 

ei, par suite, 

(,6, t _ tl= s„,*,_,,(.£L). 

Si l'on remarque que a In même valeur dans le 

'7 
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l'as actuel '[ne iLuts le précédent, puisque pour passer de 
l'un ii l'autre, lui environs du point A, il suffit de per- 
muter les variables tt et tJ l'une dans l'autre, la formule (9"} 
permet de transformer 1* équation (16) dans la suivante 

(rtV) -fy — if, = — COl^i+ BCoti(i,. 

L'angle a étant déterminé par la relation a. — '-< et l'ob- 
servation donnant <Ji, on voit que l'on a un autre moyen 
de déterminer l'angle o. 

Si, pour l'angle V, on adopte le même mode d'approxi- 
mation que pour l'angle ip — ty,, on trouve 

taogV ou V= E 

expression à laquelle on pourra ajouter pour plus d'cxacli- 
tude le terme en a*, — ^ rela,if à l'iiypoihèse de 

laTorrespbérique. 

Proposons -nous maintenant de déterminer l'angle FI que 
forme la tangente en lï avec le méridien correspondant. 
Supposons pour cela que dans les formules («) et (//} éta- 
blies plus liaut, B, M, P, X, Y, Z représentent non plus 
des composâmes de l'accélération, mais celles clc la vitesse. 
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et l'on voit facilement que 

— — '- 

Le sinus de V étant du premier ordre en a, il suffit de 
calculer Y en conservaul les termes de cet ordre en a cl a ; 
ou peut d'ailleurs négliger M qui, pour le point A, est du 
second ordre. On a ainsi, a, étant la valeur de u pour le 
point A, 

Z^-«f I + ( „l a cosl = -« 0 [co S .},-(^| s in^,j[. + „ t ), 
X^Ziang^-rtajsin-i.,— cos;,J(i + «,). 

et, en substituant, 

De» équations (17) et (18) 011 tire, par l'élimination de 

(£);• , ' 



et les mesures géodési<|Ue,s feront ainsi connaître le 1 aym 
de courbure p" en A donné par 



?.-•[-(£).} 



Soi l<p l'angle formé avec îeplan méridien par une scclîoi» 
quelconque normale à la surface passant par le point A, p lu 
rayon de courbure correspondant; on aura, d'après la 
théorie de la courbure des surfaces, 



- = - ros' 7 + -, si 
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formule au moyeu de laquelle ou détcrmini-ra l'ori en talion 

des deux sections principales de la surface. 

Nous nous bornerons à exposerces recherches théoriques; 
pour l'application que l'ou peut faire de ces formules aux 

ir.uvres me me s de Laplaiu, où sont discutées la majeure 
partie des mesures exécutées jusqu'à présent. Qu'il nous 
suffise de dire que ces mesures n'ont pas accusé du diffé- 
rences sensibles entre la forme de la Terre cl l'ellipsoïde de 
révolution, ou que l'observation n'a pas donné de valeurs 
appréciables pour les angles que nous avons appelés V, ci, tt. 

En considérant un ellipsoïde do révolution peu aplati on 
est conduit pour la longueur de l'arc du méridien, le rayon 
de courbure, etc., h des expressions dont la recherche est 
trop simple pour trouver place ici. 
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CHAPITRE VI. 

DE LA FIGURE DES MASSES GAZEUSES QUI 
ENVIRONNENT LES CORPS CÉLESTES. 



^ t. — Des atmosphères des conps célestes. 
117. L'atmosphère d'un corps céleste est une massa ga- 
aeue qui l'environne el qui s'appuie sur sa surface en rai- 
son de l'attraction qu'il exerce sur les différents cléments 

Les couches atmosphériques participent au mouvement 

contre là surface du corps,' il qui, dès l'origine, oui dû re- 
tarder les mouvements lés plus rapides et accélérer les plus 
lents, jusqu'à ce qu'il y ait eu cuire eux une parfaite égalité. 

La faible densité d'une atmosphère permet de négliger 
l'attraction mutuelle de ses propres molécules, et l'on peut 
de mcinc faire abstraction de l'excentricité du spbéi mdi' 
qu'elle recouvre, et auquel nous supposerons par consé- 
quent la forme sphérique. 

Il est clair qu'une atmosphère affecterait une forme per- 
manente, si ses différentes particules n'étaient sollicitât 
que par la force centrifuge et l'attraction du sphéroïde. Mais 
cette hypothèse, la seule étudiée par La place, n'est guère 
admissible que pour l'atmosphère solaire; c'est pourquoi 
nous envisagerons, avec M. K. Hoche à qui est due toute 
la substance de ce chapitre (*), la question à un point de 



(■) fanabt d* rObieryaloire, t. V. — Vrmoira de lAciiàtit dut Sclntcei 
Je Maalpellir,, t. Il et IV. — Nam: Un rethnthes lur U four „ dci .imai/*è t ei 
dn corpj cilcilcl, |SG>. 
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vue plus général, en supposant la masse attirée par nu 
astre qui un est fort éloigné, et dont lu centre est situé dans 
le plan de l'équatcur du sphéroïde. En dehors des cas par- 
ticuliers où l'attraction extérieure est négligeable, et où le 
mouvement du centre de gravité de l'astre extérieur se ré- 
duit à une roiation identique à telle du sphéroïde autour 
de son axe, cas pour lesquels l'atmosphère aura une forme 
permanente, ia Ggurede la masse iluide subira des variations 
dues à l'action variable de l'astre extérieur et périodique 
avec elle; mais alors nous nous proposerons de déterminer 
la figure d'équilibre de l'atmosphère qui conviendrait à 
chaque position du même astre. En supposant la rotation 
nulle, on se trouvera dans les conditions d'une comète ayant 
un simple mouvement de translation autour du Soleil. 

118. Êi/iiatio/i générale des surfaces de niveau. — 
Soient ifig. iA): 

M la masse du sphéroïde ; 

n sa vitesse angulaire de rotation; 

0 son centre de gravité; 

r la distance à ce centre d'une molécule m de sou atmo- 
sphère ; 

8 l'angle formé par r avec l'axe de rotation O:; 

M' la masse de l'astre extérieur dont le centre dé gravité, 

qui; nous désignerons par la même lettre, est situé sur 

une perpendiculaire Ox itOz; 
it la distance O.M'; 

O y la perpendiculaire en O au plan zOx; 

i{i l'angle formé avec Ox par la projection On de Om sur 

le plan yOx; 
x, y, z les coordonnées du point m. 

La partie du potentiel, due à l'allraclion du sphéroïde et 
à la force centrifuge, est 
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L'accélération imprimée par M' au centre de gravité du M 
M' . ,, . , , 

«>*' S1 °" veut a PP ,,,:r,,,r ' es phénomènes qui se passent 
à la surface du sphéroïde, il faut concevoir qu'on lui im- 
prime, ainsi qu'à son atmosphère, une accélération transi- 
toire égale et contraire à — : , de manière à ramoner le point O 
au repos. Il suit de là que le point matériel m doit être con- 
sidéré comme possédant les deux accélérations — — i -^- p 

dirigées respectivement suivant Ox et mM', cl par. consé- 
quent la partiedu potentiel résultant de l'attraction de M'est 
M' M' 
itïP 

Cela posé, désignons par 3 l'angle mOx; on a 

et, et» supposant - assez petit pour que l'on puisse en négli- 
ger les puissances supérieures à la seconde, 
- =r = (r' + a'— o.ar cos3)~' 

m M' 

i r 'Tcis'î i 7 "i 

= â I ' H a h (Scos'î — 0 ' 

et, par suite, 

On obtiendra l'équation générale des surfaces du niveau . 
en faisant la somme des deux parties dit potentiel que nous 
venons de trouver, et égalant le résultat obtenu à une 
constante arbitraire C, ce qui donne, en remarquant que 
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Soient : 

Tla (lucre delà révolution de M' autour du poinl O: 
( la durée d'une révolution de M autour du Os. 
On a 



cl. d'après la troisième loi de Kepler, 
4 b 1 _ M + M' _ 

T' ~ «> : 

M - M T ' 

T" ~,(=±H). 

cl, pour l'équation des surfaces de niveau, 

(3) ~ (S.hVfi cm'* - 0 + ^? + 7C" + C) ^5 = c . 

Cette équation, exprimée en coordonnées rectangulaires, ou 

montre, conformément à ce que l'on devait prévoir, que 
les surfaces de niveau sont symétriques par rapport aux 
plans coordonnés, qu'elles ne deviennent de révolution 
autour de Os que si M' n'existe pas ou qneft = oo , et au- 
tour de Ox que lorsqu'il n'y a pas de rotation. 

119. Do la surface libre de l' atmosphère. — L'atmo- 
sphère d'un corps céleste ne peut s'étendre indéfiniment, 
et doit être limitée par la surface nu delà de laquelle les 
molécules cessent de peser sur le sphéroïde. L'équaiion 
de cette surface s'obtiendra en égalant à /.éro la composante 
suivant r de la résultante des forces qui sollicitent une 
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molécule, ou la dérivée ~ du potentiel V, ou du premier 
membre de l'équation (3); on trouve ainsi 

(5 ) £ (3 sin'O - .] - £ + 7 (. + H ) ^51! = o, 

et Ton doit avoir pour tout point intérieur à cette surface, 
ou appartenant réclleuicntà l'atmosphère, 'I^L<^o ou 

{6) ^psin'Oco^-O-ii+ïtt + M^^o. 

On s'assurera facilement que la surface limite est symé- 
trique par rapport aux plans coordonnés, et qu'elle est de 
révolution dans les mêmes conditions que les surfaces de 

En égalant à zéro les dérivées partielles pour 
obtenir les directions pour lesquelles r est un minimum, 
on trouve que ces directions sont celles des trois axes coor- 
donnés; les valeurs correspondantes de /; sont données par 



Ox, 



suivant t)j-, 



7(i + *)- 

r"= = — jia' suivant Oï. 

Ainsi la surface ne coupe pas l'axe Oz, ni l'axe O r ai 
y (i + fi) >I, et dans tous les cas le rayon minimum est 
dirigé suivant O*, 

il faut remarquer que, pour que - soit toujours une petite 



fraction, il faut qu'il en soit de même de — = 7 

condition qui sera toujours remplie dans les applications 
que nous ferons des formules précédentes, soit parce qltcu 
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est très-petit pour les comètes, soil parec que / est très- 
grand quand il s'agit du Soleil. 

120. Discussion des surfaces de niveau intérieures à 
la surface limite. — L'équation (3) donne 

,tr __ 3c-os^ + y(T + t L) 

d " 7> ~ 5 ( 3sinlfl -')-■/(■ + P ) 

X — sinOcoiOrffl, 

et comme le dénominateur est positif, d'après la condi- 
tion (6), ^ est positif. Ainsi le rayon vecteur augmente 

avec 0, quel qne suit <p ou l' azimut, en allant de l'équa- 
tcur au pôle. L'axe des pôles est par suite le plus petit des 
[rois axes. 

Si ip augmente de 0 à -, 0 restant constant, le dénomi- 
nateur de diminue et son numérateur augmente, jftr 
suite ^ diminue; d'où il suit que l'axe dirigé vers le corps 
troublant est le plus grand. 

Tous les rayons étant finis, la surface est fermée, et, 
comme chacun d'eu* est inférieur au rayon minimum de la 
surface limite, on a 

(8) r< "M - ou ££> a + ,( 1 + (1 ). 

L'équation (3) peut se meure sous la forme 

[3 «»+ + y (M- rftAH — r ,_ c , +?( , = 0> 

et ne donne, pour ebaque valeur deC, qu'une seule valeur 
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positive du r, si la condition {(i) est 'remplie ou si 

r < " V [3 co S '+ -t- V (i + - . ; 

on d'autres termes, l'atmosphère n'a qu'une seule figure 
possible d'équilibre.. Car si l'équation ci-dessus avait deux 

d'après l'inégalité précédente, inférieure en valeur abso- 
lue à " 

'"V^cOs^ + vO + ^Sm'Ii-t" 

Le produit des trois racines serait donc inférieur n 

, 

[W+ + ,li + «ïlsuï'?-. 

tandis qu'il devrait Être égal à telle expression qui est le 
dernier terme de l'équation en r. Cette équation ne peut 
donc avoir qu'une seule racine positive. 

Soient R, R', R"lcs valeurs de / correspondant aux direc- 
tions Qx, Oj, Oz; on a 

R" < R' < H, 
et l'équation (3) donne 

f ^ + CB"- af t = o, 
(9) [i-^ + F )]-^-t-CR'- af . = o, 

( [a 4- 7 {i -t-fijj^- — CR + i» — o, 
d'où, par l'élimination de C, 

M Ç + p? + . + ,<. + rf]ï---tf-* 

■ C) [ ,-,(, + ,)]^«[î^ + , 1 ., ( , +ri ]ï + î^=o. 
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A l'aide de ces é<|ua lions, un peut faire voir qui; les couches 
île niveau, sensiblement sph/iiïqtics vers le rentre, vont en 
s'aplatissant vers les pôles, cl en t' allongeant dans la 
direction de l'astre extérieur, à mesure que l'on s'éloigne 
de ce point. 

En effet, en posant 

R J ' R 

l'équation (i<>) donne 

(, 2 ) *= "' + [a + 7(' + f}l" -, 

d'où 

(l3} Â = 3^ + a B H-> + 7 (i + .)' 

et cette dérivée e« positive puisque (-<!; ainsi déjà ~ 
augmente avec R; dans le voisinage du centre, 11 étant très- 
grand, ^ est très-petit, et ^ reste sensiblement constant 
et égal a l'unité. 



l'équation (11) donne 

;i = [.-y(t + r 0] n -'+[3 + 7{'+F-)]- j 

d'où 

ritv a— a« 

^ -2 « + 2 H- 7 ( 1 + fi) + 3 [ i — 7(1 -t- f)J w 1 ' 

Pour démontrer que celte dérivée est positive, il nous 
suffit d'examiner le cas où 1 — y{n-fi) = oj la condition 
11 > o exige que 

„. < î±ll£+C!, 
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d'où il suit que 

aB + a-j-y [! + ,,) + 3li— 7(1 + 
est plus grand que 

a f .+ 1 + 7 (i_ {1 )_3.[a+7(i-j-i.)J=9[«-a-7{i+p)], 
qui est une quantité positive en vertu du l'inégalité (8). 
Ainsi doue ^ croît avccR, cl ou verrait, comme pour j^i 
que, vers le centre, ce rapport est sensiblement égal h 
l'unité. 

121. Discussion de la surface libre d'une atmosphère. 
— Nous appellerons surface libre de l'atmosphère, la plus 
grande des surfaces de niveau fermées, celle qui atteint la 
surface limite. C'est à la surface libre que se termine l'at- 
mosphère quand elle s'étend aussi loin que possible, mais 
elle peut se terminer h une autre surface de niveau inté- 
rieure. 

Pour trouver la valeur de la constante C, qui correspond 
à la surface libre, il suffit d'exprimer que son demi-grand 
axe Best égal au plus petit rayon de la surface limite (119), 
ou que 

Portantcettevaleurdansla troisième des équations (<j), 
on trouve 

(.6) m=s, ou c=3 f ' î!5555 5. 

Pour calculer les rapports des axes ait, aR', ail" de la 
surface libre, il suffit de remplacer Fl' par la valeur ci-dessus 
dans les équations (la) et (14) qui donnent 
(.7) ^+3[a + ï (H- r i)]p-a[ 2 + 7(i + (1 )]=o, 
(.8) [ 1 - 7 ( H - r ,fl w '- f -3F 2 +7.{ï+ri]«'-a[»+7(>'+(')]=» 
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De la première on lire 

,1, _ ..( 3 -3..)' ■fe_ (i+ t .)(3»-a)' 

i> étant inférieur à l'unité, ces dérivées sont constamment 
positives, et f croit avec -/ et u. Le minimum de f, corres- 
pondant n fi = o, y = o, est donné par l'équation 

(J-t-ôe — 4 = n, 

qui n'a qu'une seule racine réelle dont la valcnr approchée 
est 0,626. Le maximum de f, qui a lieu pour fi=; oo , y = co , 
esl|=o,66j, ei l'on voit ainsi que, dans tous les cas, 

^-diffère peu de |- Lorsque fi et y seront donnés, on pourra 
toujours calculer le rapport v au moyen de l'équation (17), 
et il n'y aura pas d'incertitude, puisque celte équation a 
deux racines imaginaires et une racine réelle comprise entre 
0,616 et 0,667. 

L'équation (18) donne 

d Jt - 7K»-')'<-nff é: _ ('-non » --i)v+») r 

dp i8«-(>-«-) ' dy l8»<{l-.r) 

et, comme <i , les deux dérivées sont positives et lecroil 
avec fi et y. Le minimum de 11-, correspondant à fi = ii, 
y o, est donné par la même équation que celui de v, et 
est approximativement égal à 0,626. Son maximum, cor- 
respondant à p = 00 , y = ce , dépendra de l'équation 

( ,„ _ [,„ + „}. -«A- a* + a = o, 

ou sera égal à l'unité. Le rapport de l'axe moyen ne pourra 
donc varier qu'entre 0,6:16 et l'unité, limites entre les- 
quelles se trouvera comprise l'unique racine réelledc l'équa- 
tion (iS) correspondant à des valeurs données de ji et y. 
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si 1 — y(i + fi)>o5 dans !e cas contraire celle équation a 
une racine négative, une racine positive plus grande quel, 
el une autre racine comprise entre o,6aG cl i, qui convien- 
dra seule à laqneslion. 

L'équation (4) donne, en substituant à C sa valeur 
~r' re ' al ' Te 3 ' a sur f acc Hbre, et en y remplaçant X par 
3- + R, de manière à placer l'origine à l'un des sommets 
situés sur&r, 

v / (^Hâ)*'Tr î + V 
+7t ,H.,),itîÎ5tE±£="f. 

11 est facile de s'assurer que, pour la nouvelle origine, les 
trois dérivées partielles du premier membre de celle équa- 
tion, que noua désignerons par F pour abréger, sont nulles, 
qu'il y a, par suite, en ce point une infinité de plans tan- 
gents dont l'équation de l'enveloppe esl 




d'où, en remplaçant F par sa valeur, 

(>9) [3 + ï'(i+p)]»'-3[a+7(< + pfl'' + 3y>=o, 

équation d'un cône du second degré qui est de révolution 
autour de Ox lorsque^/ = o. En vertu de la symétrie, 
l'autre extrémité du grand axe jouit de la même propriété. 

122. Des suifaccs de niveau extérieures à la surface libre. 
— Examinons maintenant ce que deviennent les surfaces de 
niveau au delà de la surface libre. La troisième des c'qun- 
.8 



a 7 4 

lions (g) donne 
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dC 



C 



+ [a + 7(' + l')]-~7 
R * 



CL l'on voit (juc les surfaces do niveau qui coupent l'axe Ou' 
à des distances croissantes depuis R = o jusqu'à [a va- 
leur (i5) correspondant à la surface libre, répondent elles- 
mêmes à des valeurs de C décroissantes depuis l'infini jus- 
qu'à la valeur (16). 

En supposant que C aille encore en décroissant à partir de 
celle limite, on aura des surfaces de niveau extérieures à 
la surface libre, qui couperont la surface limite, mais qui 
uo rencontreront plus l'axe Ox, puisque alors R devient 
imaginaire. Les courbes d'intersection do l'une de ces sur- 
faces de niveau avec la surface limite satisferont à la con- 
dition 




obtenue en retranchant de l'équation (3) l'équation (5) 
multipliée par r. 

DîJleren liant l'équation (3) par rapport à r, cu.Iaissant 
Q et ij< constants, il vient 




Tant que cette dérivée aura une valeur Unie, deux surfaces 
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eonsécmivcs, répondant aux valeurs C, C + rfC de la 
constante, différeront infiniment pou. Mais, dans le voisi- 
nage de la courbe suivant laquelle- une surface de niveau 

traverse la surface libre, d'après la formule («), ^devient 
infini. 

En considérant la surface libre, puis la surface de ni- 
veau correspondant à une valeur un peu moindre rie C, on 
reconnaîtra que cette dernière enveloppe la précédente, 
qu'elle en diffère infiniment peu jusque dans le voisinage 
de l'axe Ox, mais qu'au lieu de couper cet axe comme la 
surface libre, elle s'arrête avant de l'atteindre, devient tan- 
gente aux rayons vecteurs parlant du point O, et s'éloigne 
ensuite iudéfiiiimcut. 

123. Cas oh (i = co. — Application à l'atmosphère 
solaire. — Ce cas est celui de l'atmosphère du Soleil,attcudu 
querattractiondes planètessurunpoîntdo cette atmosphère 
est négligeable par rapport à celle du noyau solaire, soit en 
raison île la petitesse relative de leurs masses, soit par suite 
de leur éluignement de la masse qu'elles attirent. 

L'équation des surfaces do niveau devient, dans ce cas, 

H + Xr'sm'8 = C, 

r a' 

ai y est donné par 




a désignant le rapport de la force centrifuge à la pesanteur 
sous l'équatcur, à une distance du centre égale à l'unité. 

Les surfaces de niveau sont de révolution autour de l'axe 
de rotation du Soleil, ce qui est visible à priori. 

On trouve soit directement, soit en partant des équa- 
tions (9), 

n/_ R — R" _ «R' 
K . R* ~ a ' 

18, 
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et l'aplatissement des couches de niveau croit ainsi avec la 
distance au rentre. 

L'équation delà surface limite devient 

et celle de la surface libre 



dont les deux demi-axes ont pour longueurs 
K" = |n. R'=H :=«"*■ 

1,' équation (ii))des lieux géométriques des plans tangents 
au sommet du grand axe de la surface libre devient 

±? = *tf, 

cl représente deux plana faisant entre eux nu angle de 
120 degrés. La surface étant de révolution, elle possède dans 
le plan de Véqualour une arèto saillante qui n'est autre 
chose que l'intersection de la portion fermée de la surface, 
avec ses deux nappes infinies. 

La section faite par un plan passant par l'axe du Soleil 
donne une figure analogue à la fig. i5 dans laquelle L, L' re- 
présentent les deux nappes de la surface limite, S la surface 
libre, S, une surface de niveau intérieure, S, «ne surface 
de niveau extérieure à S. Si, par suite d'une certaine in- 
fluence, le fluide atmosphérique enveloppant le Soleil dé- 
passe la surface libre, il s'écoulera dans le plan de l'équa- 
teur par l'ouverture que présentent, dans celle région, les 
surfaces de niveau Si, y formera une sorte d'anneau cir- 
culant encore autour du Soleil, mais qui sera désormais 
indépendant de l'atmosphère. Cet effet se produira, par 
exemple, si le noyau solaire en se refroidissant éprouve une 
contraction, d'où une réduction dans le moment d'inertie 
et une augmentation dans la vitesse angulaire; car, a au g- 
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mentant et R diminuant, ln surface libre se rétrécit en 
restant semblable à elle-même, et tout le lluidequi se trouve 
en dehors s'échappe ainsi qu'on vient de le dire. 

La matière qui nous réfléchît la lumière zodiacale ne peut 
pas être considérée comme faisant partie de l'atmosphère 
solaire, car elle alléele la forme d'une lentille très-aplatie 
dont l'arête vive se tioifve dans h- plan de l'equatctir, tandis 
que, d'après ce que nous avons vu plus haut, le rapport du 
petit axe au grand axe de l'atmosphère solaire ne peut pas 
être inférieur à ^- D'autre part, les valeurs trouvées pour 

R, H" montrent que celte atmosphère ne peut pas s'étendre 
jusqu'à l'orbite d'une planète qui circulerait autour du 
Soleil dans un temps égal à celui de la rotation de cet astre, 
c'est-à-dire à a5 y jours; elle est donc fort loin d'atteindre 
les orbes de Mercure et de Vénus, taudis que la lumière 

-zodiacale s'étend beaucoup an delà. Il y a donc tout lien de 
croire que le fluide zodiacal circule autour du Soleil sui- 
vant les mêmes lois que les planètes, et que c'est pour cette 
cause qu'il n'oppose qu'une résistance insensible à leurs 

' mouvements. 

12J. Cas oit y~t. — Application à la Lune. — Ce 
cas est celui pour lequel le mouvement de rotation de l'at- 
mosphère s'exécute dans le même temps que celui de la 
révolution de l'astre extérieur, et l'atmosphère aura une 
figure permanente d'équilibre si a est constant comme nous 
le supposerons dorénavant. C'est ce qui aurait lieu notam- 
ment : i° pour l'atmosphère lunaire, si elle existait, sou- 
mise à l'action perturbatrice de la Terre à laquelle elle 
présente toujours la même face; a° pour une comète, dans, 
le voisinage de son périhélie. 

Ou a, pour l'équation des surfaces de niveau, 

£(3«n'9cw'+-i)+^ + £(i+(0»in'fl = C, 
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et pour celle de la surface limite, 

^ (Ssin-ecos'-J — l} — £ + £ (i -+- uJsin'O = a. 

Les couches atmosphériques sont sensiblement spliérîques 
vers le centre, et à mesure que l'on s'en éloigne, elles vont 
en s'aplaiissant aux pôles et en s'alloiigeaul dans la direc- 
tion du corps extérieur. 

La formule {16) donne pour la valeur de la constante C, 
correspondant à la surface libre, 




et la formule (i5) pour son demi-grand axe, 

en négligeant la petite fraction ja devant trois unilés. 

La masse de la Lune rapportée à celle de la Terre étant 

R=0,o6a, 

soit environ g de a, et l'on voit ainsi qu'une atmosphère 
autour de la Lune ne pourrait pas s'étendre au delà do la 
cinquième partie de sa distance à la Terre. 

On trouvera facilement, en supposant ft infiniment petit, 




d'où 

R= 1,567 B', R'=i,o45R", 

et, pour l'équation du cône enveloppe des plans langenls 
aux sommets du la surface libre, 
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Si le fluide atmosphérique se trouve en excès, on recon- 
naîtra, en employant un ra i son neme a l analogue à celui du 
numéro précédent, que l'écoulement aura lieu par les deux 
pointes opposées que présente la surface libre, suivant la 
direction de son grand aie. 

123. Cas où. l'atmosphère n'a pas de rotation, ou da 
7 = 0. — Nous supposerons de plus f* très-petit, et nous 
non» trouverons dans les conditions d'une comète n'ayant 
qu'un mouvement de translation recliligue vers le Soleil. 

On a, pour l'équation des surfaces do niveau, 

J(3cos'î-i)-)-^ = C 

et pour celle de la surface limite, 

£(3cos'J— i)-£ = c 

Ces surfaces qui sont de révolution autour de O.r ont un 
cône asymptote commun représenté par 
3cos>3 — 1 = 0, 

d'où 

J=54°4{' OU j'-i-Z?=-2.X'. 

Enfin on trouve facilement, pour la surface libre, 

, A A 
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et enfin que lu cône, lieu géométrique des tangentes aux 
extrémités de l'axe ail est identique au cône asymptolique 
ci-dessus {voyez la /ig. i6). 

12t*. application aux phénomènes comëtaires . — Une 
comète, pendant une grande partie de son trajet, marche 
presque eu ligne droite vers le Soleil, et décrit au contraire 
dans le voisinage du périhélie un aie sensiblement circu- 
laire. Dans l'un et l'autre cas; le demi-axe de la surface 
libre sera donné par (124 et 12o) 

y étant nul dans la première hypothèse et égal à l'unité 
dans la seconde. Il est probable que l'allongement suivant 
la direction du Soleil tend à régler l'orientation de la co- 
mète de manière qu'elle présente constamment la même 
lace au Soleil, par assimilation avec ce qui a lieu pour la 
Lune, comme nous le verrous plus loin. 

Quand la comèle s'approche du Soleil, son fluide atmo- 
sphérique, sous l'influence de la quantité de chaleur qu'il 
reçoit, se dilate prn;;rcs«i*cnietit, en même temps que les 
dimensions de la suifncc libre diminuent avec la distance 
au Soleil. Pour ces deux motifs, le Buide atmosphérique 
doit i . :.. .n i sous la forme de gcibes ou de queues vers 
les sommets du grand axe. Après lu passage au périhélie, 
a augmente; la seconde cause de la production des queues 

tnulatïon de: la chaleur solaire et de la dilatation qui eu 
résulte dans l'atmosphère. 

D'après cette théorie, l'observation, au lieu d'accuser une 
seule queue à l'opposé du Soleil, devrait consiatcr l'exis- 
tence d'une seconde queue si-métrique de la précédente, ou 
dirigée vers cet astre, ce qui ne parait jamais s'être présenté. 
Il faut donc que le phénomène dépende d'autres causes que 
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de celle de la gravitation, et c'en ce qui a conduit M. Faye, 
au sujet de la comète Dunati, à se demander si l'on ne 
pourrait pas se rendre compte des apparences par la con- 
sidération d'une force répulsive dont on attribuerait l'ori- 
gine aux radiations solaires, et qui aurait pour effet de 
supprimer la seconde queue. C'est ce que nous allons main- 
tenant étudier avec M. Roche, sans entrer eu discussion au 
point de vue métaphysique sur la cause qui produit cette 
force. 

§ II. — Des ATMOsrnÈHE9 couetàihes dans l'hypothèse 
d'une force répulsive. 

127. Dans ce qui suit, nous conserverons les notations 
du paragraphe précédent, en y supposant « on y = o. 
Hous admettrons que la force répulsive varie en raisou in- 
verse du carré de la distance, qu'elle est proportionnelle 
aux masses, mais d'autant plus grande que la densité de la 
matière sur laquelle elle agit est plus faible; l'accélération 



qu'elle produit sur m peut donc se représenter par — 




m:™ 

[fîg.i4), 9 étant un facteur qui varie en sens inverse 
de la densité de la matière ci-dessus, et que l'on devra con- 
sidérer comme nul pour le noyau comélaire dont la den- 
sité est Irès-grandc, 

Si la force répulsive agit avec la même intensité dans 
toute l'étendue de l'atmosphère, y est constant et le travail 

élémentaire — - r i/M'm est une différentielle exacte : il 
U'm 

n'en serait plus de même si tj variait avec r et ô; mais 
alors le travail total des forces n'étant plus une fonction 
des coordonnées, il n'y aurait plus de surfaces de niveau 
et l'équilibre serait impossible; le problème proposé serait 
donc sans objet; c'est pourquoi nous supposerons doré- 
navant ç constant. 
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128. Équation des surfaces de niveau ét de la surface 
limite. — L'équation des surfaces de niveau sera 



on 




el, en remplaçant le coefficient de (i — ^j) par la valeur 
approchée que nous avons trouvée au n° 118, 

d'où l'on déduit pour l'équation de la surface limïLe 

et l'on aura pour les points de l'atmosphère intérieurs n 
cette surface 

(3) (,_,)i(3„».J-,)-£_î^f<o. 

Les surfaces de niveau et la surface limite étant de révo- 
lution autour de Oa;, la discussion devra uniquement por- 

que détermine le plan sOx. 

129. Discussion du méridien limite. — Supposons d'a- 
bord ç< i, et soient [fig. ij) A', A les points où la courbe 
limite coupe Ox entre O cl le Soleil, et de l'autre côté 
du point O; 1'= OA', r,= OA les valeurs de ;■ déduites de 
l'équation (a) pour 3 = 0, Ô = tt; ou a 

, I »(' — f)r*— 1«r"— (*«*=?<>. 

équations qui 11'oiu L'hacune qu'uue racine positive et qui 
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donnent par soustraction 



ce qui exige qno r* > r, ou OA' > OA. 

On reconnaît facilement : i"que lacnurbcadeux asymp- 
totes correspondant aux valeurs coso = ± ^= et qui se 
coupent en un point C, situe entre O et À', déterminé par 



a° que les rayons vecteurs parallèles à ces asymptotes ne 
rencontrent pas la branche de courbe qui passe par te 
point A', mais qu'elles rencontrent l'autre brandie. 

En faisant croître <J jusqu'à l'unité, C s'éloigne indéfi- 
niment dans la direction du Soleil, et la branche qui passe 
par A' disparaît. 

Si y est assez petit pour que l'on puisse en négliger le 
carré on le produit par fi, les équations (<() donnent ap- 
p roxi ma ti vemen t 



(5) 



Dans le cas où o, n'étaut plus très-petit, va en croissant 
Bans atteindre l'unité, on voit sans peine que la racine po- 
sitive de la première équadou (4) est supérieure à 



quantité de l'ordre a, c'est-à-dire très-grande par rapport 
aux dimensions de l'atmosphère cométairc, 

La racine positive de la seconde équation (41 est infé- 
rieure à a et cst très-sensiblement égale à cette limite 
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lorS([ue fi étant très-petit, 9 a une valeur sensible. Il suit 
de là que, y augmentant, la branche passant par A' s'éloigne 
rapidement, et n'existe pour ainsi dire plus en raison de 
son grand éloigneraient pour line valeur finie de ^. Mais du 
côté opposé il existe une branche qui est la limite atmo- 
sphérique. 

Si f = r, l'équation (a) devient 

et la courbe limite est t'iiniiV d'une seule branche située. à 
gauche de Os, ayant cet axe pour asymptote cl coupant Or 
A la distance a 

Lorsque <y ^> 1, la branche limite de gauche subsiste 

seule, coupe Ox à la distance fl^/^ cl Oe en deux points 
symétriques déterminés par 



Si N est le point où la branche de gauche eut coupée par 



le rayon défini par eos 3 ~ 



ï'3 



et comme 

on voit que la droite AN reste parallèle à elle- mèuie, quel 
que soit f. 

130. Discussion des lignes de niveau.—- L'équation (1} 
peut se mettre sous la forme 

(fi) (1 — f )r 1 (3cos>4 — i)~»ïo/ 1 cosJ+ *jia*=Ca'r, 
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Supposons d'abord çj très-petit et considérons les liynes de 
niveau qui passent par A cl A'. La constante C se déter- 
minera en substituant pour r dans l'équation (3), selon le 
cas, l'une ou l'autre des valeurs approchées (5), respecti- 
vement dans les suppositions 3 = tt, d = o, et l'on trouve 

pour l'équation de la courbe qui passe par le point A, et 
((,-,}r'(3cos'a-.)-a T ^W-i- af ^ 

.<»> j 

pour l'équation de la courbe qui passe par le point A'. 

Des courbes représentées par les équations (7) et (8), la 
.seconde est extérieure à la première; eti effet deux courbes 
de niveau ne se coupent pas, et la seconde rencontre Oz à 
n nu plus grande distance du point O; car, eu supposant 

à = ~ et r,= r, dans l'équation (7) et à = ^ et R = It 0 
dans l'équation (8). et retranchant l'un de l'autre les ré- 
sultats obtenus; ou trouve 

d'où R„ > 

La forme de ces courbes se déduit des deux théorèmes 
suivants : 

i° Aux points de rencontre de la courbe limite avec 
une courbe de niveau, celle-ci eut tangente au rayon 
vecteur. 
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Car si V = C est l'équation tics tourbes de niveau, on a 



rfj 

et comme on*^ = o pour la courbe limite, ( ^csl infini 

pour les points communs à ces deux ligues, ce qui dé- 
montre le théorème énoncé. 

a° Si l'un de ces points de rencontre est sur l'axe Or, 
il y passe deux branches de la courbe de niveau, et la 
surface correspondante y affecte la forme conique. 

Car, pour S = o, S = «, la dérivée par rapport à à du 
premier membre de l'équation (i) est nulle ou^=: o, et, 
comme on a aussi ~ = o, ^ est indéterminé et le point 
considéré est double ou multiple. 

Il suit de là que la courbe de uiveau [Jig. 18.) passant 
par le point A se partage en ce point en deux brandies 
infinies et rst fermée entre A et A'; que la courbe de ni- 
veau passant par A' se bifurque de la même manière en ce 
point, et s'ouvre à sa rencontre avec la courbe limite 
en F, F, où elle est tangente aui rayons vecteurs QF, OF. 

Les surfaces de niveau correspondant à ces deux courbes 
sont : l'une fermée, sauf au point A, c'est la vraie surface 
libre; l'autre se transforme, au point conique A', tu une 
nappe illimitée, et s'enlr'ouvto du côté opposé eu F, F', 
pour s'étendre indéfiniment. Si ces deux surfaces ne sont 
pas trop éloignées l'une de l'autre, elles pourront contenir 
une couche de niveau entretenue par la dilatation continue 
du fluide atmosphérique, qui s'écoulera d'une part dans 
la queue, par l'ouverture F, F', et de l'autre vers le Soleil, 
par le point A', où il se formera un Jet secondaire ou 
aigrette. 



Supposons maintenant que ç, étant toujours inférieur 
n l'uni lé, nu soit plus très- petit ; d'après lo numéro 
précédent, l'équation (fi) doit Être vérifiée par 0 = 1:, 

r= OA = el l' on ^ouve aussi ponr la courbe de 

niveau passant par le point A : 

(9) (1 — <p)' , '(3cos , J— 1) — zyr'cosS -f-a(i« 1 = 4' ,lr VS* 
G'Uc combe coupe Oi' en un point déterminé par l'o- 

a [i— y) r>— aipa/*— fa'ryfa ■+■ 2(.u> = o, 
dont l'une des deux racines positives est approximative- 
ment «iuî , é[ant très-grande, se rapporte à une 

branche de courbe fort éloignée, dont nous ne nous occu- 
perons pas; l'autre racine est, aux quantités près de 

et détermine le point lî (Jig. 19). En appelant D II- grand 
axeOA+OB,on a 

qui diminue quand ç augmente. 

La courbe rencontre Os enuu point C déterminé pari* 
valeur approximative 

Les tangentes au point double A sont données par 
cos'cî = i. d'où 5 = ± 54° 44'. Les tourbes de niveau 
extérieures à la surface libre sont convexes du côté du 
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Soleil, s'ouvrent à la rencontre de la surface limite, où 
elles sont tangentes aux rayons vecteurs émanant du point 0, 
de manière à donner naissance à une queue unique si lu ré à 
l'opposé du Soleil. 

Ou reconnaîtra sam peine que, tant que 9 est très-petit, 
les lignes de niveau ont des asymploles parallèles à celles 
des courbes limites; maïs, dès que f prend une valeur finie, 
les asymptotes sont très-cloignéi'S, Cl l'on peut dire qu'elles 
n'existent plus; les droites correspondant à cos* 3 = ~ con- 
tinuent à définir la direction des branches infinies. 

Si y — I , l'équaiion des courbes de niveau donne 



r _ — Co'±^C'fl-+ifVa'c»s; 

ut, pourobtenirdes courbes fermées, il faut prendre le signe 
supérieur du radical, puisqu'elles doivent couper les axes 
coordonnés, notamment Oz, à des distances finies de l'ori- 
gine. Les intersections avec 0:c sont données par 



v'Pn'+ieiirt' — Ca< 

r = ç pow3=o, 

r = pour J = *, 

Cette dernière valeur sera réelle, si C*o* > 16'fia*; les 
courbes fermées répondent donc à des valeurs de C décrois- 
santes depuis l'infi 
leur extrême on a 



:e qui caractérise la surface libre. 
Lorsque Cf > t, on a également vers le point A une o 
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vcrlurc qui est unique, et quî peut donner naissance" à une 
queue. 

En résumé, l'hypothèse d'une force répulsive très-pet ile 
suffit pour expliquer la formation d'une queue et d'une 
aigrette ; maïs, dès qu'elle devient comparable à l'attraction 
due à la gravitation, l'aigrette disparait, et il ne reste qu'une 
queue à l 'opposite du Soleil. Les figures géométriques résul- 
tant de la théorie exposée ci-dessus sont en quelque sorte 
les esquisses des formes observées, et cet accord est d'autant 
plus frappant que l'on a supposé l'atmosphère cométaire en 
équilibre, tandis qu'en réalité elle est en mouvement. 
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CHAPITRE VII. 

DES OSCILLATIONS DE LA MER 
ET DE L'ATMOSPHÈRE. 

§ I. — Équations géïéiiales des petites oscillation 

131. Sous l'action du Soleil et de la Lune, la iner, en 
venu de la différence des accélérations imprimées à cha- 
cune de ses molécules et au centre de la Terre, se met en 
mouvement relatif par rapport au noyau lerrestre tournant 
autour de son axe, et sur lequel elle forme une couche dont 
l'épaisseur est une très-petite fraction de son rayon. Les 
oscillations résultant de ce mouvement, connues sous le 
nom de flux et de reflux de la mer, quoique très-sensibles 
dans les ports de l'Océan, ont cependant, comparativement 
aux dimensions de la Terre, une irès-faihle amplitude, en 
raison même de la faible intensité des forces qui les pro- 
duisent. Le phénomène est d'ailleurs compliqué par l'in- 
fluence de l'inertie de la mer, des forces apparentes dans 
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méridien de k Lune dont l'influence sur la production du 
phénomène est essentiellement prédominante sur celle du 
.Soleil; on sait que co retard a reçu le nom à.' établissement 
de port. Quant aux (Vouements, comme il s'agit ici de 
mouvements très-lents, on peut, par assimilation avec les 
résultais de nos observations sur les cours d'eau, admettre 
qu'ils sont proportionnels à la simple vitesse; mais on en 
fait généralement abstraction dans les recberebes analy- 
tiques sur les marées, recherches qui ne sont dès lors que 
de pures conceptions théoriques, ayant surtout pour objet 
de montrer l'énorme inlluence des résistances que l'on 
néglige. 

Malgré ces simplifications, le problème des marées pré- 
sente de très-grandes difficultés qui n'ont pu être surmon- 
tées que dans quelques cas particuliers, en se dnnnant h 
l'avance une loi de profondeur qui ne peut être celle de la 
nature, et en remarquant que la partie des oscillations dé- 
pendant de l'état primitif de la mer a dù bientôt dispa- 
raître parsuiie des résistances que les eaux éprouvent dans 
leurs mouvements. De sorte que, sans l'action du Soleil et 
de la Lune, la mer serait depuis longtemps parvenue à un 
état d'équilibre permanent dont ers deux astres tendent 
sans cesse à l'écarter. On n'a donc qu'à déterminer les oscil- 
lations qui en dépendent, conformément au principe sui- 
vant dù à Laplace : 

« L'état d'un système de corps dans lequel les condi- 
tions initiales du mouvement ont disparu, par suite des 
résistances développées dans le mouvement, est périodique 
comme les forces qui sollicitent le système, n 

132. Équations des petites oscillations d'une couche 
fluide recouvrant un sphéroïde. 

Nous avons vu que les couches de niveau de la mer et de 
l'atmosphère, supposées uniquement soumises à l'action de 
la Gravité et de la force centrifuge, sont des ellipsoïdes de 
•9- 
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révolution, différant de la sphère de très-pcliles quantités, 
de l'ordre inÊmc du carré de la vitesse angulaire de la 
Terreauiourdesonaxe. 

Les attractions du Soleil cl do la Lune, quoique très- 
faibles, troublent à chaque instant cet équilibre, et déter- 
minent de petites oscillations dont nous nous proposons de 
trouver la loi. 

Soient (Jïj.»): 

0 le centre de la Terre; 

<krin.nf.Ur>, 

S le complément de la latitude d'une hiolccule m d'une 
surface de niveau lors de l'équilibre; 

o la longitude de m, comptée dans le sens de la rotation; 

g la pesanteur proprement dite, c'est-à-dire l'attraction 
de toute la masse de la Terre sur le point m ; elle sera 
constante pour tous les points de chaque surface de 
niveau, si l'on néglige l'api a lis sèment dans le sens 
de l'axe de rotation; 

p la densité de la couche de niveau considérée, celle de la 
Terre étant prise pour unité; 

p la pression correspondante;. 

r le rayon moyen de la couche; 

r~f-Wo le rayon Ont aboutissant à la molécule ni de la 
couche du niveau lois de l'équilibre. 

Sous l'action combinée du Soleil et de la Lune, la'molé- 
cule m subira lentement un déplacement moi', très-petit 
quel que soit le temps écoulé, et nous représenterons par 

rayon, la méridienne en allant vers l'éqnateur de la sphère 
moyenne de la couche, et la tangente au parallèle de la 
même sphère, dans le sens de la rotation. Nous négligerons 
les carrés de if, », v, ainsi que leurs produits entre eux 
ou par «v Dans cette hypothèse, les angles £> et u sont 
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tictenns 




comme il est facile de le reconnaître par une figure; la 
pression et la densité, s'il s'agit d'une couche gazeuse, ont 
varié, et ne sont plus nécessairement les m6mes en chaque 
point de ta couche de niveau déformée. 

On trouve facilement, pour les composantes de la foli e 
centrifuge composée du point m arrivé en m' (*J, 

suivant w, 

Les composantes pareilles, dues a l'inertie, sont respec- 
tivement — — ^ï» — ^JT' ^0 trava '' virtuel de ces 
forces, pour un déplacement élémentaire sur la surface 
de niveau déformée, sera, aux termes du second ordre 
près, le même que si m' se trouvait sur la sphère moyenne 
au point n où elle est percée par le rayon Ont. Le travail 
virtuel élémentaire des composantes suivant ce rayon devra 
donc Être considéré comme nul, et l'on a, pour la somme 
de travail dés autres composantes, 

Le travail virtuel de la pesanteur est 




(•) Yojez mun Traité 3e Cin/mallquc p.re. n°' lil cl luiiauU, 
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celui de la force centrlfuçe 

il vient donc, d'après les principes connus de l'hydrodyna- 

[-"('°"î*"" , ï)-ï]"™"'" 

4-n'rf ^ sin'IU-nrsiii'S 4-«t sinflcosO^ +- <fV = y-i 

p' et p' étant la pression et la densité an point m', et V lu 
potentiel dû aux attractions du Soleil et de la Lnne, et à la 
modification apportée dans la valeur de la pesanteur par - 
la déformation des couches de niveau. 

La petite longueur w t peut Être considérée comme aya.it 
la même valeur pour le point m et celui de la surface de 
niveau situé sur Oni'j on a donc, pour ce dernier point, 
ifd (r 1 sin'fl -h np,sin , 04- rMsinO cosS) — gjw a = o. 

Si donc on représente par e l'élévation w — tv 0 .de fa 
molécule m dans son déplacement au-dessus de la surface 
de niveau, il vient, en retranchant membre n membre les 
deux équations ci-dessus, 



dt 



Celle équation s'applique également aux oscillations 
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cn étudiant spe- 


cialement chacune de ces questions. 




133. Equations des petites oseilliitiv 
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a mer, que nous 


désignerons par y au point m de la su 
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libre, sont les mimes. La formule (A) dor 




face de la mer, en négligeant la force i 


cittrifuge qui est 


très-'petîte par rapport à g, 





[ : -(-î.*-.î)-£3' 

-r ^S«CM»jjj? - .HS — gd 



La profondeur y, eu m' étant égale à la profondeur cor- 
respond* al nu même rayon lors de l'équilibre, augmenté 
de î, ou a 

L'élément de surface spbèVîuue — ttcmiilo, relatif m 
point m, est devenu, en m', 



i'cosS ita \ «nO/ 

L'équation de continuité s'obtiendra eu exprimant que 
cet élément mulfiplié par •/,, représentant le volume du 
prisme élémentaire correspondant, est égal à — ydcusBda . 
ce qui conduit à ' 

- rf(7»*infl) _ ±V> 
iinBrffl sinOrfra 
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Comme la profondeur y est très-petite, celle formule 
montre que s sera lui-même très-petit par rapport à ti et v, 
et négligeable dans le premier terme de l'équation (a), 
qui, en vertu de l'indépendance des variations de Q et a, 
se décompose dans les suivantes : 



Eu fin, en posant cosB = p, ces deux équations et la précé- 
dente deviennent 



Pour obtenir la portion V" de V correspondant à l'excès 
sphéroïda! aqueux, on a (80), en supposant z développé 
en série de. fonctions sphériques, 





remarquant que g 




Enfin, eu désignant par V la portion de V relative à l'at- 
traction des astres, il vient 
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Les étjualions (i) étant linéaires en u, v, z ou Z, et V, on 
voit que si V se compose de plusieurs parties, l'oscillation 
totale s'obtiendra en faisant la somme des oscillations 
partielles résultant de chacun des termes deV considérés 
isolément et successivement. 

Pour tenir compte des (rottements , on devrait ajouter 
respectivement l^j aux premiers membres des deux 

premières équations (i), ). désignant une constante, ce qui 
n'allércra pas la forme linéaire de ces équations. 

D'après le principe énoncé au n° 131 , il n'est pas néces- 
saire d'obtenir les iutégralesgénérales des équations (i), il 
suffit d'y satisfaire pour chacun des termes de V. 

134. Calcul de l'attraction des astres. — Soient M la 
ruasse de l'un de ces astres, i sa dislance au centre de la 
Terre, ijf son ascension droite comptée à partir de l'équi- 
noxe du printemps, v le complément de sa déclinaison. En 
se reportant au n° 118 et à la fig.fi, on trouve, en laissant 
de côlé les termes indépendants de S et o, 

T-=|ï(-..SSît-J). 

Or, un triangle spbérique donne 

cosMOhi = eosSsinv 4. sinfleosv cos(nr + o — 

par suite 

m ((.=►*.,.) (»..,_: «-„)', 



.fonction qui n'est naturellement et évidemment qu'un cas 
particulier des fonctions spheriques Z,. 
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135. Classification îles oscillations en trois espèces. — 
Les trois termes dont se compose V donneront lieu cha- 
cun à un genre particulier d'oscillations {*). 

i" Us oscillations de la première espèce seront.com mu V. 
indépendantes du mouvement de rotation de la Terre sur 
elle-même, el uniquement fonction du mouvement de 
l'astre. Comme elles seront très-lentes, l'inertie, la force 
centrifuge, les frottements, les chocs ne joueront alors 
qu'un faible rôle; de sorte que les oscillations de cette 
espèce seront sensiblement les mimes que si la mer prenait 
à chaque instant sa forme d'écruilihre. On a donc, dans celle 
hypothèse, quelle que soit la loi de la profondeur, 



»2z.(.-.5^7)=^(.+3~-)(~"->.)=v. 

La fonction V étant une fonction sphériqne ayant a pour 
indice, 1 équation précédente montre que i> ne peut avoir 
que la valeur a, et que l'on a . 




a" Les oscillations de la seconde espèce dépendent essen- 
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tielletnem du mouvement diurne; leur période est d'un 
3° La période des oscillations de la troisième espèce est 

Nous verrons pins loin que la différence entre les hau- 
teurs des deux marées d'un même jour est due au* oscilla- 
tions de la seconde espèce, différence qui, d'après l'obser- 
vation, est très-petite. 

Les oscillations produites parle Soleil sont beaucoup plus 
faibles que celles qui sont dues à la Lune, en raison de la 
diUïrcnce considérable qui existe entre les attractions exer- 
cées par ces deux astres sur uu point de la Terre. Le rap- 
port entre les hauteurs des marées lunaire et solaire est de 

5 . 

- environ. 

13G. Loi des oscillations de la mer dans l'hypothèse 
d'une profondeur uniquement jonction de In latitude. — 
Nous pouvons supposer (chap. II) que la fonction pério- 
dique V est développée en une série de termes de la forme 
k cos (it + jet -1- Ç}, i et £ cianl des constantes, s un 
nombre entier, et À une fonction de p. Dans l'hypothèse 
actuelle, on satisfera aux équations (i) en y remplaçant u 
et les fonctions Z, par des termes en eos + -+- f), 
ayant pour coefficients des fonctions de (i, et v par un terme 
en sin(/t-t-jcH-£), alTeclé d'un coefficient également 
foncLion de (*. Le temps disparaîtra, et il restera des équa-, 
lions différentielles qui permettront de déterminer ces dif- 
férents coefficients. Nous poserons donc' 

î = ocos(rt + j n -HÏJ, 
^icostrt + .o + ï), 

z ^o'msiit + sa + ï), 
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a. b, c, cl étant des fondions Je p. La substitution île c 
valeurs dans les équations (i) conduit à 



iiè f L = — g — 



Des deux dernières de ces équations on tire 

da ' i n , 3 "£ J . ■ 

; _ '"g( ' ^)('-ç i )f-g*'' 

En substituant ces valeurs-dans la première des mènies 
équations, ci posant, pour abréger, 



^tfV-?'-"]!- 



On remarquera que si — - — ~ (i — u.*) est divisible 

par i' — 4»V*> la valeur de a ne renfermera pas cette der- 
nière fonction un dénominateur. 

137. Examen du cas où,-/a profondeur delà méritant 
supposer, constante, on ferait abstraction de la rotation 
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de la Tare. — On a 



Supposons que ltcos(û + ■+ f ) soit une fonction sphé- 
rique en v et a d'indice v; le icruie correspondant de V 
aura pour facteur . ; 



D'autre part, ]'équalioii (5) du n" 73 donne, en exprimant 
cju 'elle est vérifiée par «ces (it ■+■ îts-r-f), 
da 



d'où il Suit que 
et par suite 



(-ï&î)- 



Cette valeur de a. étant nulle avec h, z vie se composera que 
de fonctions de même ordre que celles qui se présente m 
dans le développement de l'attraction des astres (*); en 
d'autres termes, si l'on désigne par S v , -'„, s„ Ç, les valeurs 
de A, i, s, Ç correspondant au terme de l'ordre v, il vient, 



*) Celte «olutlon, comme on le voit, ne iiipposo pt 
u tont aura éloicndl Jo lu Terre pour que Ton p 
ni l'arrêter aui termes du second ordre. 
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pour l'ensemble des oscillations, 

= = ,2 ", i " t " ) t s — —('■• +■■"+«■ 

•(■+■>(— 5^7)-" 

§11. — Des oscillations de la mek daks l'hypothèse ou 

ELLE «ECOtVttlHAIT COMPLÈTEMENT li» ELLIPSOÏDE DE 
nÉVOLLTIOH PEU DIFFÉRENT d'dBE 5Plli.BE. 

138. En désignant par l et 17 deux constantes, la surface 
d'équilibre de la mer étant elle-même un ellipsoïde de ré- 
volution peu différent d'une sphère, y est de la forme 

'/ = '(' — 

t étant la profondeur à l'équaieur, et l'on a 

y' 



139. Des oscillations rie la première espèce. — On a 
1 = o, et les différents éléments de. la question sont indé- 
pendants de a. Supposons que a soit représenté par une 
somme finie de fonctions sphériques de rang pair, et soit 

a = P,-H"P,+. ..-f-P„, 
P„ satisfaisant à l'équation (5) du n° 73, ou à celle du n" 81 , 

La portion de a' relative à la pesanteur sera 



P.(,_3,) + P, ,-, 



"F 



et la portion de a' relative à l'action des astres sera de la 
Maintenant, au lieu de supposer que la constante <f est 
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donnée, considérons-la comme indéterminée, eu asstijett is- 
sant {130} les coefficients arbitraires des fonctions P à la 
condition que {i — fi*) soît divisible par i — 4 
On obtiendra une relation entre ces v H- i coefficients : l'i- 
dentification des termes semblables des deux membres de 
l'équation (5) fournira v-t-i antres relations qui, avec la 
précédente, permettront dè déterminer q et ces v + i coef- 
ficients. 

Soit Qfi 1 * le terme de a ayant le plus fort exposant; le 
terme du degré le plus élevé dans — ^ ■ (i — fi s ) sera 

après la division, le coefficient du terme du degré le plus 
élevé qui est en fi'**' sera 

Enfin le coefficient de fi* 1 dans le second membre de l'équa- 
tion (5) sera 

■<-*■ >(-*Sï)*S' 

et, comme il doit être égal à Q, il en résulte 

L'ïdeiili lira lion des autres termes de l'équation (5), jointe 
à la condition de divisibilité par i' — 4"*i tt *i fera connaître 
les coefficients inconnus de 8, et par suite les oscillations 
dépendant du terme Acos (il + J) de l'attraction. 

Le rapport — de la force centrifuge à l'équateur h la 
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pcsatileur n'étant que on voit qu'en prenant pour v 

an nombre tel que 11 ou i5, çscra assez petit pour pouvoir 
Être négligé, et l'on aura approximativement la loi des 
oscillations de la mer dans le cas d'une profondeur con- 
stante. 

Le terme de V correspondant à la rétrogradation de la 
ligne des nceuds de la Lune, donnera pour c une grande 
valeur, en raison de la petitesse du coefficient i de t dans 
ce terme, et qui se trouve en dénominateur dans c. 

Nous n'aurons pas à tenir compte dans la suite de cette 
solution, puisque, au n° 135, nous avons. donné les oscilla- 
tions de la première espèce, indépendamment de la loi de 
la profondeur de la mer. 

140. Des.osci/latiQns de la seconde espèce. — Ou a 
s = i , et chaque terme de V est de la forme 

*f»V> — (■■cos(«4.b + Ï), 

i étant peu différent de n. Supposons que 

a=(H/l- [L'[P.-i-P, + .. -+P,„_0, 

(Ji^i — fi' Pi»_iC0s(i'ï + f3-f- étant une fonction sphé- 
rique de l'ordre av — a. On aura 

Si, de même qu'au numéro précédent, on détermine q 
de manière'» rendre 
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divisible par !\ n*^*, le second membre do l'équation (5) 
n'aigra plus de donominaleiir ; car, en posant 

on reconnaîtra .sans peine que la somme des termes du 
second membre renfermant \ i — u.' en dénominateur' sua 

gf'vfi - y.- F. 

On verra d'ailleurs, comme plus haut, gne l'on aura le 
nombre voulu d'équations pour déterminer q et les con- 
sianies arbitraires dus fonctions P. 

Soit Qft*" - ' V'i — «* le terme de a du degré le plus élevé 
en fi; le terme correspondant de. a' est 

cl l'on trouve, pour le terme semblable du second membre 
de l'équation (y), 

et, en l'égalant au terme correspondant de a, on obtient 

En supposant i ~ n, <] sera indépendant des différents 

pour que la loi de profondeur obtenue soit admissible. 

Si l'on prend v assez grand pour que - soit négligeable 

vis-à-vis de av'-H v, on retombe sur la même loi de pro- 
fondeur qu'au numéro précédent. 
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iii. De ta différence entre les deux marées d'un même 
jour. — Si nous supposons i = n, v = a, on a 

ci, en substituant ces valeurs dans l'équation (5), on 

p.= -JlL- , * 

V)-* 

el, pour le terme correspondant Je z, 



La somme des termes h coi (if -1- n + Ç) étant le dévelop- 
pement de V, qui a ici pour valeur 

il vient, pour la valeur totale de s, relative ans oscillations 
de la seconde espèce, 

_ 6 M /y sinBcW j sin v rosi- ros («r + g — -j^ 

quelle que soit la valeur de la constante et les oscillations 
seront nulles si y =s « ou si la profondeur es t. constante, 

La différence entre les deux marées d'un même jour dé- 
pend des oscillations de la seconde espèce. En effet, scion 
que M passe au méridien supérieur du lieu ou au méridien 
inférieur, ou a 

M +, a — J. = o nu nu- ei - ^. = 1 8o°. 
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Pour ces valeurs l'excès d'une marée sur l'autre est 

11M tq sinO rosO sinv rojv 

T ■•»(-*)--' 

L'observation montre que cette différence «si irès-pettte 
ou que Iq est irès-peiit par rapport à ou encore que la 
profondeur de la mer est sensiblement constante. Le déno- 
minateur de la fraction précédente élant alors négatif, si, 
comme parait l'indiquer l'observalion, la marée due au 
passage supérieur de l'astre l'emporte sur l'autre, Iq sera 
négatif, et la mer serait plus profonde aux piles qu'à l'E- 
quateur. Il ne faut pas perdre de vue que celte conséquence 
suppose que la mer recouvre un ellipsoïde de révolution, 
ce qui n'est pas le cas de la nature. 

De la valeur de P 0 ou de a on déduit facilement 





' Telle est la solution eomptéle du problème des marées 
de la seconde espèce, lorsque l'on prend la l'orme ellipsoï- 
dale pour la surface du noyau terrestre. 
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142. Des oscillations fie la troisième espèce — Dans 

« = (,_(,.){ P.+ p, + ... + -p w _ l ) 1 

(i — ft'JP^.iCOS (iï + ac étant une fonction aphé- 

rique de l'ordre av — a. On a 

'-<-4'-('-*)— M-*St)-3; 

Continuons à considérer^ comme une inconnue et expri- 
mons que — (l — fi*) ^ est divisible par i'— 4 n'fx'i 
on aura, comme plus haut, par l'identification des termes 
des mêmes puissances de fi dans les deux membres de i'é- 
qualion (5), le nombre voulu d'équations pour détermi- 
ner q et les arbitraires de fonctions P. Le dénominateur 
([ — f**) disparaît du second membre dé la même équation -, 

(■-,■) F, 

on trouve que l'ensemble des termes allcclés de ce dénomi- 
nateur équivaut à 4 (' — f**) à'/I"' I 11 ' cst ^ien divisible 
par (! — /**). 

Soit Qf* 1- ' le terme du degré le plus élevé en ft de Pj,_ii 
le terme correspondant de n' sera 

et celui du second membre de l'équation (5) 

S(>"+"")('-îÀ-)« : "->')'"-'> 



en égalant cette valeur i Q(i — fi*) ji*»™*, et remarquant 
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i — est sensiblement égal à l'unité, on trouve 



et l'on pourra déterminer pour celle loi de profondeur les 
oscillations de la troisième espèce. 

Cette valeur de q est identique celle que nous avons 
trouvée au n° 140 en étudiant les oscillations de la seconde 

143. Loi des oscillations de la troisième espèce dans 
l'hypothèse d'une profondeur constante. — Nous avons 
vu (140) que, pour satisfaire aux observations, il faut sup- 
poser que la profondeur de la mer est à peu près constante, 
ce qui retient à admettre que le noyau est' sensiblement 
spbérique.Datis ce qui suit, nous supposerons la profondeur 
constante, el de plus qut «, t, iJi varient avec assw de len- 
teur relativement à int pour qu'on puisse les traiter comme 
constants. Enfin, nous négligerons le rapport p de la den- 
sité de la mer a celle de la Terre, qui affecte de ^ au plus 
le premier terme du développement de cl d'une fraction 
plus faible qui va en diminuant pour les autres termes. 



Si l'on fait 



En posant 

et remarquant qui 



a cnsa(n( ■+ a — ■}), 
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Supposons qui: a soit développablc en série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes paires de X, 
et soït 

o = A,*'-+-A,.r'+A ) J 4 -i-...+A,J:" , +A, 4 .,J v " , '+A, 4 .,j ! "- H +... 
ec développement. En le substituant dans l'équation. pré- 
cédente, on trouve 

3M , 

A, = 4 — cos'v 



te 



Ce dernier rapport peut donct 
continue, et l'on trouve ainsi 



'g 

l''+3») 



/f a (.+a) 3 +3 

II suit de lâ que n sera de la forme 

0 = A,a*P (*) = ™ eus' v . a' F (a-), 

F(x) représentant une série ordonnée suivant les puis- 
sances ascendantes de .r, mais dont les coefficients sont in- 
dépendants de v. , 
En supposant v = t et successivement 

ce qui correspond aui profondeurs 
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par rapport au rayon terrestre, lu rapport — de la force 
centrifuge à la pesanteur à. l'équateur étant pris égal 
à on trouve pour les irois hypothèses : 

F(. C ) = 1,0000-1-30,1862^4-10.1164^—13,1047^ 

— i5^488j>— 7 ,456i 3,19751"— o,45oi *» 
. — 0,0687^' — 0,0082 j" — o,ooutjj" — 0,0001 J 31 , 
F(j) = 1,000 ' + 6,1960 x'+ 3,24741' + 0,<p3Sf> 

+ 0,091g 1' -H 0,007(1 x"+ O.OOCwf x", 
F(j) ^1,0000 -t-o, 75o4j'+o',i 566 j'-t-n, 01 37,^x'-|-o,ooo9x■. 

. Si l'on réunit les oscillations de la première et de la 
troisième espèce, les oscillations de la seconde étant 
nulles (1-10) dans l'hjpo thèse actuelle, ou devra (135) em- 
ployer la formule 

' = 4^ ( 5iu ' v ~ 5 eus ' v ) 1 1 + 3 cos 2 S) + " cria 1 ( "' + " ~ + J ' 

Soit ut la vitesse angulaire sidérale moyenne du Soleil ; 
ou a pour cet astre, en supposant son. mouvement circu- 




d'où 

3 *L 3 "' — — — 3 

4*'fi - 4ï'"" ~4 a89-(366,26T'' 

Cette quantité est une fraction du rayon terrestre que 
nous avons pris pour unilé; en choisissant maintenant 
le mètre pour unité, il faut multiplier la valeur précédente 
par le nombre de mètres c|ue renferme ce rayon ou par 
(i:tfifi?oo mètres, ce oui donne 

^-^u-,,33,6. 
4* g 
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Le rapport de la masse de la Lune, divisée par le cube 
do sa distance moyenne à la Terre, à la masse du Soleil 
divisée par le cube de sa moyenne dislance à la Terre, 
élant égal à 3. 011 a, en accenluanl Ici lettres pour la Lune. 

On déduit de là, pour l'oscillation totale due àï'aciîcn com- 
binée du Soleil et de la Lune, 



+ o'\i23i6l™s ; v. roi o — -i) 

+ 3coiVcosa{»f+ H — i)]j'F(j;). 

Supposons qui: ic Soleil ou la Lune soient en opposition 
ou en conjonction dans le plan de l'équatcur, la haute et 
la basse mer répondant à 

et revenons aux exemples numériques étudiés plus baut. 

Pour / -= ' a dilïércnce des deux mersà l'équalcor est 

de ; ra ,34) et l'on reconnaît que. entre l'équatcur et le 

18 e degré où la différence des doux mers esl nulle, la 

hante mer a lieu lorsque les deux asires sont à l'horizon, 

et la basse mer lorsqu'ils passent au méridien, d'où résulte 

ce fait singulier, que la. mer s'abaisse sous les asires qui 

l'attirent. Du 18° degré au pôle, la haute mer se produit 

lors du passage au méridien. 

Pour / = f%l= ci la haute mer a loajoor) 

733,5 3di,m 1 

lieu, lors du passage au méridien, cl la différence des deux 

mers sous l'équatcur est de u m jo5 dans le premier cas, et 

de i", 90 dam le second. 
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Si la profondeur de la mer augmeute, z diminue jusqu'à 
la limite correspondant à / = oo , et pour laquelle 
3M , 3 H' 

4*'ff i*'*g ■ 

on trouve alors que la différence des dcu* mers à l'équa- 
leur, lorsque les deux astres sont en conjonction dans ce 
plan, est égale à o m , 985^8, ce qui est une limite inférieure. 

La valeur ci-dessus de a a' étant autre chose que celle 
qui conviendrait au cas où la mer prendrait à chaque in- 
stant sa forme d'équilibre, nous .sommes naturellement 
conduit à étudier directement celle question, sans aucune 
des conditions restrictives établies au commencement de 
ce numéro, et en tenant compte simultanément des trois 
espèces d'oscillations. 

Forme d'équilibre que prendrait lit mer sous 
l'action du Soleil el de la Lune. — Dans ce cas, on a 

'»"?*-*. 

or, la portion do Y dépendant de l'action des astres est une 
fonction sphérique du sec ond ordre, comme Z, ; l'autre 
portion, relative à l'cxcis sphéroïdal, est 

' P (z, + |z. + ...'), 

d'où il suit que z doit se réduire à 7, t , cl que la forme 
d'équilibre est à chaque instant un ellipsoïde. On trouve 



■nips Iitiiu'S rcialifs n la Lunr ; 
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Si le Soleil ut lu Lune sont eu conjonction avec la même 
déclinaison, l'excès de la haute mer relative n midi sur la 
basse mer qui la suit est 

'vfc-t-itami-vcotO), 



et l'excès de la haute mer relative à minuit sur la l 
- -■ - - g sin'Scos'vfi — a nmgv rot 9). 

I i' nippil! île O'- cx< 

égal à 8 pour v = a3° et 3 = 48° a3' aa", colatitudc cor- 
respondant à Brest. Or, l'observation indiquant que ce rap- 
port est très-voisin de l'unité, on voit que l'hypothèse ac- 
tuelle est inadmissible et qu'il est important de tenir compte 
de l'inertie de la masse fluide, de la rotation de la Terre et 
du mouvement des astres attirants. 

§ m. — Lois géséiules des mirées. 

145. En supposant que le noyau terrestre soit un ellip- 
soïde de révolution , nous venons de voir que la marée 
aurait lieu précisément à l'instant du passage de l'astre con- 
sidéré an méridien du Heu, ce qui est contraire à la réalité. 
Il nous reste maintenant à voir quelle influence peuvent 
avoir sur le retard des marées les variations de la profon- 
deur de la mer en longitude, et en latitude, indépendam- 
, ment des résistances que nous avons négligées et qu'il est 
impôssible de. soumettre au calcul. 

' Nous n'avons pas à revenir sur les oscillations de la pre- 
mière espèce, que nous avons déterminées'au n" 135, quelle 
que soit la profondeur de la mer. 

Concevons que la portion dcV relative à l'attraction des 
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astres soit développée en une série de cosinus d'arcs mul- 
tiples du temps, et soit k l'un de ces arcs.. On satisfera aux 
équations (1} eu posant 

ï = Fcos/r + Gsini/, 
g;—V = F cosiï 4- G' sin il, 
£i = Ucosï(H-Ksin/(, 
Pcosi'f -r-Qsin/(, 

F, G, F', G', H, K, P, Q étant dus fonctions inconnues 
de fi et et. 

La substitution de ces valeurs dans les mêmes équations, 
par l'élimination de H, K, P, Q, donne 



-7t 




et une antre équation qui se déduit de celte dernière, en y 
changeant F en G, F en G', et réciproquement, et les 
signes des termes en — ■ Pour avoir une solution complète 

du problème; il faudrait remplacer F' et G' par la' sotaime 
des valeurs correspondantes relatives à l'action des astres, 
et de l'attraction de la couche aqueuse. Cette dernière dé- 
pend, comme on le sait, des développements de F et G en 
fonctions sphdriqucs de a cl p, et que l'on déterminerait 
par l'idcutili cation des termes semblables, si le calcul ne 
présentait pas des difficultés insurmontables. 

1 i6. Loi tios profondeurs pour fnr/nc/lc les oscillation? 
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de la seconds espèce sont nulles pour toute la Terre. — - 
On a par hypothèse F = o, G = o, et, d'après le a" 134, 
F'.et G' sont de la forme 

¥' ~ Nfi v j — p 1 cosc?, G'= — Pift \' i — fi 3 sina, 

N étant une fonction du temps indépendante de a et de [t. 
La substitution de ces valeurs dans les équations du numéro 
précédent conduit à 

! ' ■■ ■ - d 7 fisinn d-j 

0 = 3ino ^ 

rf (* ï'i — -/o' 

d'où 

. d 2 = 0 ÏL = a 

Les oscillations de la seconde espèce ne pourraient donc 
disparaître pour toute la Terre que si la profondeur de 
la Terre était uniforme, résultat déjà vérifié au n° 141, 
dans un cas particulier. 

147. Loi des profondeurs pour laquelle les oscillations 
de la troisième espèce sont nulles pour toute la Terre. — 
OnaF = o, G='o, i= an, et (135) F, G' sont de la 



H étant une fonction de 
équations du n° 145 des 



r"*7 • 
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r dp 



A étant une constante arbitraire. Pour (i = o, -/ devenant 
infini, il n'y a aucune loi admissible de profondeur qui 
puisse rendre nu/les pour toute ta Terre les oscillations 
de la troisième espèce. 

148. Expression de la surélévation de la mer dans 
chaque port, — Pour les oscillations de la seconde espèce, 
on pourra remplacer dans les formules (6) sini et cosi par 

par la substitution dans les équations {■), la ditlérentialion 
des facteurs en v ne donnera que des termes du même 
Ordre de grandeur que la vitesse angulaire de l'astre con- 
sidéré, négligeables par rapport à ceux qui proviennent de 
la dillérentiation des sinus k\ cosinus de nt — ip; cela 
revient à considérer v comme constant, et il disparaîtra de 
même que ~ des équations (i). Il suit de là. que, si l'on 
néglige la variation de ip comme celle de v, la portion de s 
relative aui oscillations do la seconde espèce sera de la 
forma 

-~ sinTrosvcoîf/if-)- a — — S), 

A et 6 étant des fonctions de u, n, dépendant uniquement 
de n et de la loi de la profondeur de la mer. En appliquant 
le même raisonnement aux oscillations de la troisième 
espèce, désignant par B cl A des fonctions analogues n A 
«t S, et tenant compte simultanément des attractions du 
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Soleil et do la Lune, il vient 




expression à laquelle il conviendrait d'ajouter les termes 
relatifs aux oscillations de la première espèce. 

D'après celte formule, on voit que l'instant du maximum 
ou (lu minimum d'une oscillation peut être différent de celui 
du passage au méridien de l'astre qui la produit, ce qui est 
conforme à l'observation ; mais le maximum et le minimum 
des oscillations d'une même espèce suivraient d'un même 
intervalle les passages de leurs astres respectifs , ce qui n'a 
pas lieu. H faut donc 'supposer qne J et S ont des valeurs 
diûerentes X' et 6' pour la Lnne. L'hypothèse la plus simple 
que l'on puisse faire sur la loi de variation de ces con- 
stantes consiste à supposer qu'elles varient proportionnel- 
lement à la vitesse angulaire du l'astre. En désignant par y 
cl T deux constantes pour le port considéré, par i», ni les 
vitesses angulaires du Soleil et de la Lune, uous poserons 

l = l-{m- n )T, 
*'=7-K-")T, 

gnlités du fond de la mer et de là plage. ^Tous pourrons 
admettre t[u 'elles ont la même valeur pour les oscillations * 
de la seconde espèce, ce qui revient à supposer que 
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Le coefficient II ne paraît pas devoir être !e même pour 
le Soleil et la Lune, et, en admettant qu'il varie suivant la 
même loi que )., nous aurons 

B = P(,- am Q), 
B'=P(i-i.'Q), 

P et Q étant des constantes pour un même port. Les 
oscillations de la seconde espèce étant beaucoup moins 
sensibles que celles de la troisième, on peut y négliger le 
terme équivalent à amPQ ou am'PQ, qui est déjà très- 
petit, ce qui revient à supposer que A a la même valeur 
pour les deux astres. 

Cela posé, la formule (7), e» tenant compte des oscilla- 
tion* île h jii u'iiii."'i f i.'sjil-i ir, deviendra 

M-t) , J. 

+ A -smvcosvias.nf+o— >j<— a)h — -5inv'cosv'cos(n(+n— a" 
— 1 PQ^m ^cos'v.-os2.'i/+n— > — i)-(-ffl'^C05'v'™s2(n/-4-B— 

-^P^" C0s'vC<159(fflf-i-B — .J.-i) + "-COS'v'cOS2(flf+B — f - a')J 

Dans le second cl le quatrième terme, Ou devra substituer 
à 1 et >.' leurs valeurs ci-dessus, cl tout simplement •/ dans 

empirique, et a montré qu'elle s'accorde très-bien avec les 
laits observés. Mais comme Cette discussion n'a rien d'in- 
téressant au point de vue théorique, nous ne nous en occu- 
perons pas et nous renverrons, pour cet objet, au\ œuvres 
mêmes de cet illustre savant. 



149. Lai îles pressions dans l'atmosphère supposée en 
équilibre. — Si l'on fait *b*tracïion de la variation du la 
température de l'air à différentes latitudes ei altitudes, on 
a entre la pression p cl la densité p la relation 

/' = 's?< ■ 

g étant la pesanteur a 1 equaleur par exemple, et l une 
constante. Cette relation, déduite de la loi de Mariotte, 
donne à l'atmosphère une hauteur infinie; mais, à une très- 
petite hauteur, sa densité est si petite, qu'elle peut Être 
considérée comme nulle. 

La constante / représente la hauteur qu'aurait l'atmo- 
sphère, si elle avait en tous point» la même densité qu'au 
niveau de la mer; elle est très-petite par rapport au rayon 
de la Terre, dont elle n'est guère que la 800* partie (*). 
Avant d'aller plus loin, nous rappellerons que l'équilibre 
de la mer exige que la pression à sa surface, et par suite la 
densité de la couche d'air adjacente, soïl constante. 

On a, pour une molécule de l'atmosphère située à la dis- 
tance r du centre de la Terre, 0 et n continuant à avoir la 
même signification que plus haut, 

«V . ,„ „ f'Ip ' , , 

sin'fl -t- Y — J -J- + const. — felogp -Hconst., 



(') Lu pnstioa d^uno itmnphtn <ur 1 meln carré eisnt ,ùs36 Ulo- 
fjrjmmr-, el \r jmiil- [lu mili-o ni lu d'air à o u>r;rê i k ,l, on a 




•oit gj; du rayon terrestre. Pour une le m péri II ire pltU elcTCe, I aurait une 
«leur plu- Faible. 
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V étant le potentiel dû aux attractions des éléments maté- 
riels de la Terre et de l'atmosphère, sur la molécule consi- 

Soit R le ravon vecteur de la surface de la mer corr es- 
pondant à r, et posons rs=K + Aj /; sera, en négligeant 
l'aplatissement dû à la force centrifuge, ou les termes de 
l'ordre — ~i la hauteur delà molécule au-dessus de la mer; 
et comme, ;'■ une très-faible hauteur, la densité p est sensi- 
blement mille, A sera supposée une très-pelile fraction 
du R. On peut par conséquent poser 

,_r+^* + £r.£', r . = n. + ,«„. 

V étant la valeur de V à la surface de la mer; il vient donc 
iflog népp + eonst. = V'-J- - R "" 8 -4- A + n : Rsin")J 

+ ^ £V 

Or, à la surface de la mer on a 




d'autre part, — ( ~ -+- n , Rsin , flj est .l'expression de la 
pesanteur apparente aux dillérents points de relie même 
surface et que nous désignerons par g'. Quant à la dé- 
rivêt——-* comme elle est multipliée par le facteur trè»- 

pelit — >on peut la calculer en négligeant h force centrifuge 
et comme si la Terre était composée, de couches spliériqnes, 
ou poser, m étant la niasse de la Terre, 
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il tient donc 
d'où 

E étant In hase du sjsièmo de lii^ui-iilinn's népériens, et II 
la densité de l'air à In surface dé la mer. 

On voit ainsi que les couches d':iir de nicme densité 
sont partout égati-nioiit élevées aiwlissus de la surface de 

In mer, aux quantités près de l'ordre - , niii.dans le 

' ' t g > • • 

calcul de la hauteur des montagnes, ne doivent pas Ëlre 
négligées. Mais pour l'objet que. nous nous proposons ici, 

nous pouvons supposer — = 1 , et négliger — devant l'u- 
nité, ce qui revient ;'< ptiser 



comme au chapitre \I, et, pour les mêmes motifs {117), 
nous ferons 'abstraction dans ce qui suit des attractions 
timliielh-s des ninlrndcs de l'ai ninsplière, 

JuO. Loi des j'clitrs oscillations du l'atmosphère. — 
Reportons-nous aux notations et à la. formule (A] du 
n" 132; on a p' — Igff, et, en accentuant les quantités z, 
u, v pour les distinguer de celles qui se rapportent à la 
mer, on voit facilement que cette formule peut s'écrire 
sons la forme 

[- »* (ï cus) + % ~ 

— ;,'./:' -t- jj'rffï'sin'SJ-l-rfV = tgd\o$p', 
V élaut le potentiel relatif aux attractions du Soleil el de la 
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Lime. Or, comme nous supposons que i' diffère très-peu 
de R, nous pourrons , ilans les druv premiers termes de 
cette équation, remplace!' /' par I!, ce qui revient à né- 
gliger les termes de l'ordre hv' , liz' . . . , qni sont très-petits. 
D'autre part, la force centrifuge diffère très-pou tic celle 
qui a lieu à la surface de la nier et est négligeable, mimne 
cette dernière, par rapport à la gravité. 11 vient donc, eu 
posant p' = p(i-f-ç), q étant une petite fraction dont 
nous négligerons le carré, . ' 

log/i' == log/j-i-7 

( + R Un r-sD J - ~\ rfB + dV = gd[z' + Iq) . 



Pour obtenir l'éc|uaiion de. continuité", il faut exprimer 
que l'élément de niasse — ps'mSilBdar'dr ne change 
-pas quand p, 0, ra, r reçoivent des accroissements p' — p = s, 

X Wa-+- — — - J (p -t- j} — pr*SLne</r(/oiffl = o, 



4 
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par tuile, 

«•i 

Supposons tnaÎN louant, sauf à vérifior ulté 
cette hypothèse irsi admissible, que los molécules d'air si- 
l liées primitivement sur un rayon restent constamment 
en ligne droite avee le centre de la Terre dans l'état do 
mouvement, et que le déplacement suivant celte direction 
soit Je même que pour les molécules de la mer: on a 
z'=z\ z est négligea! île par rapport à u', v'\ comme 
devant II et c (133), et l'on admet. que —, - sont indépen- 
dants de C. L'equalion de continuité -{3) devient 

Kl *— 

et l'on voit que Iq conservera la même valeur pour toutes 
les molécules situées sur le même rayon. 

L'équation (3) sera satisfaite par l'hypothèse précitée 
. ou du moins nppvoxiiuaii w-mciit ; car son second membre, 
d'après ee que l'on vient de voir, est indépendant de r, il 
en est sensiblement de même pour V, et dans les autres 
termes on peut remplacer sous le siçiic de la dérivation 
Rf', Ru' par , . 

En prenant R pour unité, et, pour simplifier les for- 

ct(4)<ievio»«»i " 1 11 



(5) 



d! <!t' I 
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L'équation (5), en vertu de l'indépendance des varia- 
lions de Q et n, _ se décomposera en deux autres, qui, 
jointes à l'équation (6), permet iront de déterminer h', 
S, q. 



151. Varia 


fions de la liautctv barométrique. — 




hauteur baron: 


■étriqué est proportionnelle à la prcssioi 


i de 


l'air sur la su, 


face du mercure ou à Igp. Mais cette . 




face est succès: 


-ivemetit exposée n l'action des diverses < 






qui s'élèvent ou qui s'abaissent avec la 




face de la m' 


se. Ainsi, la hauteur barométrique v 




avec p: 1° pat 


ce que cette densité est celle dWcoi 


ichc 




, dans l'état d'équilibre, était moins él 




der, d'où la v. 






la denshé d'un 


e couche varie dans l'élut de inouveinei; 


,t de 



s = qp. La variation totale éprouvée par p étant t (z + Itj), 
h désignant la hauteur barométrique correspondant à l'étal 
d'équilibre, les oscillations du mercure seront représentées 

et seront ainsi semblables pour lotîtes les hauteurs au-dessus 
d'un même poinlde la Terre, lorsque la raréfaction de l'air 
ne sera pas trop forte. 

152. Hypothèse d'une mer d'une profondeur con- 
stante. — Soit -/ la profondeur de la mer, et posons 

l'-7)"' + 7« = /"". 

„«f. 

l.cs équations (5) c! (6"), eu égard aux équations (i) 
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(lu il" 133, M' ritilllisi'lll à 



Ces deux. équaLions sont celles des ostillaiioqs d'une mer 
de profondeur constante /, et l'un est ainsi ramené à une 
question piécédeinmeiil étudiée. 

Les variations éprouvées par ia liauleur barométrique 
seront données par ia formule (7) qui devient 



1S3. Application. — Pour nous faire une idée des 
oscillations du liaromètrc,. nous supposerons la tempéra- 
ture telle que 

ce qui est l'une des profondeurs de la mer pour laquulle 
nous avons donné (143 ) la valeur do s, qui sera dans ce cas 
celle de z" multipliée par le rayon terrestre ou par 
6 36'fi 200 mètres. î\ r ous supposerons de plus 



te qui fit encore 1 une des juofoiuleuis considérées au 
poème numéro ; la valeur de 2 scia nlle qui est relative à 
cent piofotidi'ur, également multipliée pur le tavoci ler- 
rt-slic. En ayant 1 :;j(d a tes vjleui s de /, y, s, i", siipjio- 
*ani h = 0,76, ou auia, pour déicimmer les o*ci Hâtions 
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du baromètre, 

X [1,0000 — 4,(k(3usiii'(! — a,g34aîîn'S 

— o.fijpï-jiii-O — (i.uKyijiin'i— o,oo;l>sin" 0]. 

Si l'on suppose le Soleil cl la Lune eu conjoncliun ou on 
opposition dans le plan de l'équaieur, on trouve o mra ,â3u5 
pour l'atnplitude des nseillalions de la colonne uiereu- 
rielte. 

154. Vent produit par le Soleil et Ut Lune. — L'attrac- 
tion du Soleil et de la Lune doit produire un vent corres- 
pondant ait flux et au reflux do la mer. Proposons-nous de 
déterminer l'intensité do ce vont dans les conditions parli- 
colïêres.quc nous venons d eludier. L'équation (5) donne, 
en y faisant 0 =yi> degrés, 

^«-fjîK + ^ + tf 
cidepIo3(143) 

dS 

— — -agxo- 1 i93io[cotfvsin3(»/ + o -+) 

-+■ 3en-.Vsina>/H-o — f )[, 
PI en remplaçant s. z" par leurs valeurs, ' 
rfV 

— = — 2g X [,o36j)[co»'vsina(/i( + n - ■•, 
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ce qui donne, en intégrant et considérant v, v', ^ 
comme constants, 

- Bdt+& mit. i«,o369Î«M*Twsa(«/4- — « 

+ 3 ro .'vW( n /- r -n-</)], 

H étant une constante arbitraire. 

Si l'on supposa que représente une seconde, ndt. sera 

plus, — est —g- du rayon terrestre que nous avons pris 
pour unité, et que nous introduirons explicitement dans 
la formule en le désignant par R; nous auroDS ainsi 

Rrf/ = BHA+ o,<ii883[c<.s'vcos2(ii( + n — -}) 

4,3«*V n»(«l + *-<fl|- 

Si la constante II n'était pas nulle, il se produirait à 
I'équatcur uu venl ronslant, cl l'on aurait ainsi une expli- 
cation des vents alizés; mais comme celte constante dé- 
pend des conditions initiales du mouvement, elle a dû 
disparaître depuis longtemps, par suite des résistances de 
diverses natures éprouvées par l'air en exécutant ses oscil- 
lations; ou doit conclure de là que les vents alizés ne 
sont pas dus à l'action du Soleil et de la l.utie sur l'atmo- 

Si les deux astres sont en conjonction ou eu opposition 
dans I'équatcur, on trouve Rdv' = o m ,oj55v, ce qui est le 
maximum de la vitesse de l'air due à l'attraction du Soleil 
et de la Lune. 

Si l'atmosphère recouvrait immédiatement le noyau ter- 
restre, son mouvement suivrait la mémo loi que celui 
d'une mer d'une profondeur constante, et (1 il ) les oscil- 
lations de la seconde espèce disparaîtraient. 

Ijd. Résultats de l'observation. — La variation delà 
ti.iulrur barométrique duc au flux solaire redevenant 
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chaque jour la mime à la mime heure, ce flux doit se con- 
fondre avec la variation diurne sans qu'on puisse l'en dis- 
tinguer. Mais il n'en est pas de mime des variations baro- 
métriques ducs au &ux lunaire, qui, se réglant sur les 
heures lunaires, ne redeviennent les mimes aux mimes 
heures solaires qu'après un demi-mois lunaire. Laplace, 
en discutant les expériences exécutées par Bouvard à l'Ob- 
servatoire de Paris, aux syzygies et aux quadratures, du 
I er octobre i8i5 au i" octobre i8a3, en remarquant que 
les flux partiels lunaires dépendent de la déclinaison de la 

Lune et de sa parallaxe, a trouvé -^g de millimétré pour 
l'amplitude du flux total et 3 ^heures pour l'instant de 
son maximum du soir aux syzygics. Il a pris pour point de 
départ la formule empirique du flux de la nier que nous 
avons donnée au paragraphe précédent, et il a reconnu 
que la probabilité avee laquelle les observations de Bou- 
vard indiquent un flux lunaire atmosphérique est de 
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CHAPITRE VIIL 

DO MOUVEMENT DES COUPS CÉLESTES AUTOUR 
DE LEUR CENTRE DE GRAVITÉ. 

■ § I. Du MOUÏEME.V1' DE LA TeUBIS AUTOUR DE SO.N 

CENTHE DE CBiTITÉ. 

lîiG. Les phénomènes relatifs";! la précession des équi- 
noxes il à la nutatioti l'ont reconnaître que la Terre, dans 
son mouvement de cotation amour de sou centre de gra-. 
vite, ne munie pas constamment autour d'un axe fixe (fans 

«* *•«*<••*•, ■* mm, t- ™ il»"»"'™ 1'» * *- 
pl.œ.,« m =a.rt™tal. n r. 

Ce déplacement de la ligne des pôles peut-il être attribue 
à ce que, dés l'origine, l'axe instantané de mlation ne 
coïncidait pas exactement avec un axe d'inertie? C'est 
ce que noua allons d'abord examiner sans faire inter- 
venir l'action dit Soleil ci de la Lune, eu supposant que 
l'angle formé p tr < es deux droites veste constamment très- 
petit, conformément aux résultats des mesures géodésiques 
d'après lesquelles la ligne des pôles dilfèrc peu d'un axe 
de symétrie; nous déterminerons en même temps les con- 
ditions auxquelles iluu SLiiist'.iii c le mouvement pour qu'il 

157. Recherches relatives aux conditions initiales dit 
mouvement Je ht Te; -c. — Soient : 

Ole centre de gravité de la Terre f/%. ai); 
Ox, Oj, Oz les trois axes principaux d'inertie passant 
par ce point ; 

A, H,C les momeuti d'inertie correspondant respective- 
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[•,</■, r les composantes, suivant les mêmes axes, do la ro- 
tation instantanée, positives ou négatives lorsqu'elles 
auront lieu ou non du la droite vers la gauche, pour 
'l'observateur couché suivant ces trois directions en 
ayaàt'le» pieds en Oj 
OX, OY, OZ trois 'axes rectangulaires du direction fixe 

dans l'espace passant par le point O; 
ç, f 0 les angles que forment Ox aven l'intersection 0 X 
des plans xOy, XOY, 0% avec OX, ctOzaVccOZ, 
ce dernier anide étant également celui que forment 
énireeux les plans xOy et XOY. 
Nous supposerons nue XOY représente le plan de 1 e- 
cliptique considéré comme fixe. 

La composante r, étant sensiblement égale à la rotation 
de la Terre, sera très-grande par rapport à p et q, dont 
nous négligerons dés lors lu produit. Celle des équations 
des moments qui se rapporte à l'axe Oi ou 

■ ■ cjg.+ (A-l)« = o 

montre par suite (*) que la rotation r peut être considérée 
comme constante. 

Les deux autres équations du mouvement sont 

A g + [1 j_C, 7 , = o, 

B j + (C-A) T = o, 



et ont pour intégrales 

[t) P = i S w(*t+<) t î = Ucos(*l- T -.), 




(') Vvyet non Tr*Ut Je rmànall^ue parc. \>. i \\. 
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Si la valeur de « est réelle ou m C est le plu» po.it ou le 
plus g i and des moments d'inertie, p rl </ resteront. lou jour* 

meroui des exponentielles, p et tj croîtront indéfiniment 
avec If temps, ei l'iiypoilicse du puint de départ ne sera 
plus admissible. On voit ainsi que, en raison de l'apla- 
tissement de Ij Terre aux pôle». 62 ne peut correspondre 
qu'au (.lus grand moment d'inertie principal 

On a, par la composition des rotations (*), les éuu»- 

da 

— — pa» 4- slti — — 4- — 
De la première ou déduit, eu négligeant p el tj devant r, 

tf ( étant une constante arbitraire ; en portant celte valeur 
dans la seconde équation, puis intégrant et désignant par h 
■ une antre constante, il vient 



"*[('-«)<-?.-<]■ 



On voit d'après cela que si k avait une valeur sensible, 
les pôles, intersections de l'axe instantané de rotation avec 
la surface de la Terre, exécuteraient sur celte surface deux 
espèces d'oscillations dont les périodes respectives seraient 

ïit 3r A ae an 



[*) Varn mon Tralti <U a^mtU^apurt, 
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en remarquant que, A étant peu dillérent de B, on peut 
P — A 

Le rapport - étant très-voisin de l'unité, la première pé- 
riode serait ici) si l.i li 1 nu: tu e^ilf à ou à un jour, el la se- 
conde à - ou -à une demi-journée. Les observations les 
plus précises n'ayant jamais accusé de variation de ce 
genre dans la hauteur du polo, il faut en conclure que k 
est insensible, et que par conséquent les oscillations de 
l'axe terrestre , dépendant des conditions initiales du 
mouvement de la Terre, sont depuis longtemps anéanties, 

résultant de sa non-sphéricité, le sphéroïde terrestre tour- 
nerait constamment autour de son plus petit axe d'inertie. 
Mais celte cause perturbatrice ayant une très-faible inten- 
sité et étant périodique, les déplacements éprouvés par rap- 
port à cet axe par l'ave instantané sont très-faibles, et la 
vitesse angulaire ne subit que des variations très-petites et 
périodiques. 

1ÎJ8. Du mouvement de la Terre, en ayant égard à. 
l'attraction du Soleil et de/itf.iine. — Nous pourrons, sans 
erreur appréciable, supposer que les masses du Solei I et de 
la Lune sont concentrées en leurs centres de gravité res- 
pectifs, puisque d'une pan. les dimensions de ces corps 
sont très-faibles par rapport à leurs distances à la Terre, 
et que de l'autre ils sont sensiblement sphériques. 

Nous devrons tenir compte de la variation de position 
qu'éprouve l'écliplique, correspondant à une réduction 
(érulaire de sou obliquité, actuellement équivalente à 
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4H secondes, mouvement mo fuis plus !i:m'([nc relui déjà 
si lent de la procession. Ce déplacement est périodique; 
mais, en raison Je sou extrême lenteur, on peut le consi- 
dérer sans grande cireur, pour Une trcs-louguc durée, 
comme uniforme, ou encore, avec une plus grande approxi- 
mation, comme uniformément varié. Kos observations 
sont d'ailleurs trop incomplètes pour fixer la grandeur de 
la période, el nous ne pouvons que préciser les valeurs nu- 
mériques des eoellirients des premiers ternies du dévelop- 
pement suivant les puissances ascendantes du temps, 
approximation qui esl bien suffisante pour une période de 
ouze à douze siècles. 

Nous prendrons pour plan XOY le plan de l'écliptique, 
relatif à une époque antérieure déterminée prise pour ori- 
gine du temps, et nous compterons la longitude à partir de 
l'équinoxe du printemps correspondante, par laquelle nous 
ferons passer l'axe OX. 

Soient [fig. ai) : 

Or, la position que prendrait Or on faisant tourner 
dans son plan l'angle xOj' autour de son sommet, de 
manière que O.r vint à coïncider avec O^,' 

X = — M = ^sinS les composantes de la rotation 
instantanée suivant Oy, Or, ; 

01t_, 31L,, DU.*, les moments des forces perturbatrices par 
rapport à O*, On, Oz; 

n la vitesse angulaire moyenne de In Terre autour dp 
l'axe principal Os, qui ne diffère de r cl «le la rota- 
lion instantanée que de quantités Ircs-peliles de 
l'ordre -Ti.^, .111,. DR,,, p\ </. y, r,, dont nous néglige- 
rons les produits cl les secondes puissances. 

On a, par la composition des rotations, 
p = y_co$?-t- tisinj, 
y = ncosç — Xtànf, 



DE NÊCiJllQUE CËLESTE. 535 

ei pour !<!S mouienis des quantités de mouvcmeni amour 
de Ox. Oy, 

Ap^A^o^-t-Ksin?), 
Les moments pareils relatifs à Q%, On sont par suilc 

Ayicosy — sin ? — f ~ ~ B ] (" s ' n 1 ¥+X cns2 T)' 

■ ■ (A-t-B) / A — B\ , . 

A/Jsinï + Bjco5ç = ti f+l ((/sjnay — hcimîç). 

Or, les axes mobiles O/., On, Oz se déplacent en venu 
des rotations jf, «, — k roiO autour lie leurs dircclions pro- 
pres {*), rotaiions qui sont du mémo ordre de grandeur 
qnc p cl q \ et comme le moment total des (juanlilés dr; 
mouvement représenté- par la droite OM (**) ne diffère en 
grandeur de C/t cl en direction de Oj que de quantités du 
infime ordre, la vitesse d'entraînement du point M aura 
pour composantes 

G»* suivant 0 X , 

Ou n donc, en exprimant que la vitesse absolue du 
point M, estimée suivant 0%, 0«, est égale au moment des 
forces es limé de la mfiuie manière, 

^^ (a + b) + ^r:.gj t ,. sin3?+X( . m3vl "j H . c „ M = 3R-)ft 

(*) Cor 1s nioiivem-'ii I iln c<<- jin rsl ddiiii l'iii- 1™ roulions 




(") Fejrs, pour l'irilirpi-ulaliori ilri t'i|ii.Uioii5 du U rolalinll cti>: rnrps 
■ollda, mnn '/Voilt ifc l7Mtau>flflw /Wrf, p. 1(1/. 
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Or, r, et y_ iSinnt ï inlé[!f nda ti is ili: l'angle 5., on voit que 
l'on peut âtipprimtsr les termes en sinus el cosinus de 
qui n'introduiraient dans le déplacement de l'axe terrestre 
que îles termes dont la périodicité serait journalière, et 
dont l'observation n'a pas constaté l'existence. Il résulte 
de là que ia différence A — B est très-petite, ou que la' 
Terre, étant 11 fort peu près un solide de révolution, d'après 
les mesures géodésiquos, est en même temps composée 
d'éléments matériels à très-peu près distribués d'une ma- 
nière uniforme. 

En appelant A' la moyenne des moments princi- 

paux d'inertie relatifs à l'équalcur, il vient 
A'^ -t- Cnr, — 3TL^, 



Les mouvements déterminés par les rotations n et j; étant 
très-lents relativement à la rotation n autour de 0*, les 
, . . , dv du 

dérivées — sont ircs-pcli tes comparativement n », 
et l'on peut ainsi écrire 



Telles sont les équations dont nous ferons usage dans le 
problème qui. nous occupe. 

IS9. Dp l'action du Soleil. — D'après le n" 56, l'at- 
traction du Soleil donne lien, par rapport à 0.r, Oy, aux 
moments 
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formules dans lesquelles m représente la masse du Soleil, 
x,y, z ses coordonnées par rapport h Ox, O y, Oz, a sa 
distance moyenne à la Terre. 
Soient {Jig. sa) : 

n'Ia vitesse angulaire moyenne du Soleil amour de la 

x', y' ses coordonnées parallèles à 0%, Or,; 
h le rapport de la masse de la Terre à celle du Soleil; 
le cercle qui représente l'équalcur sur la sphère d'un 

rayon égal à l'unité ayant pour centre celui de In Terre 5 
jpl' le cercle qui représente l'écliptique Cxc, et dont ■ 

l'équinoxe du printemps est en X; 
X'S l'écliptique mobile, coupant le cercle précédent au 

point N; 
S la position du Soleil; 
SQ sa latitude; ■> 

> = — NX la longitude du nœud descendant N, comp- 
tée à partir de l'origine X ; 
A — XP l a longitude du Soleil; 

t l'inclinaison très-petite de récliptiquc mobile sur l'é- 
cliptique vrai, dont on négligera le carré ainsi que 
le produit par ifi=:;çX. 

On a 

m (,-+-£) = „",>', d'où m = ~~, 
1 -H h a- 1 + à n* 

3fb x =3^ I aaf — .IR^sinf, x=x , eoif+/ùai, 
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en laissant. de côté les termes périodiques en sin<j et 
cosç. Noua pourrons négliger fi qui n'est guère que 35^5^' 
et le tout se réduit n calculer x',y\ z en fonction des 
coordonnées astronomiques du Soleil. 

Si l'on néglige de plus le carré de l'angle SxQ, on 
peut considérer jr'Q comme égal à jjP ou à A +1(1 el 

On a de même, pour la projection du rayon OS OU OP 
sur la peruRiidiculaii'cOr,'àO;t dansle plan de l'éclipLiquc 

«sin(A + +), • 

et pour la distance du point S à ce mume plan 

OS sinSP = n sic BP . i = nisÏD (A — 1 ), 

d'où l'on déduit facilement 

j' = a\tia{t + -})cosS -j-isin(A — l)sinO], 
= a [tin [ A -f- 'Ji sin 6 — / sin ( A — l)eo»0];_ 

- n"(C — A')[a sin8cos9sin';(A + 

— (CosaOcosï+icoSîO cos(2A — 1)], 
-| n 'MC-A')[ S mOsm a (A + +) 

— fcoa6sin(2A — iJ + icos&sinX]-, 

nu, en laissant de côlé les tenues périodiques en sinus et 
i-osinus de l'angle A = rc'l ou de ses multiples, donnant 
lieu à des déplacent cm s annuels que n'areuse pas l'obser- 



(5) 
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^x~l »" (C — A'J (_ ewaj./cwl + sinG cosfi), 
DR* = - | jj''(C - A' ) cose.i ùal. 
Si l'on porto ces valeurs dans les équations (a); on trouve 



{6J 



En négligeant les inégalités séculaires .de l'édiptique 
ou i', x étant nul, 9 resterait constant. Si nous désignons 
par 6' cette constante, égale, si l'on veut, à la valeur de 6 
correspondant à l'origine du temps, nous pourrons, sans 
erreur sensible, remplacer S par 6' sous les signes sin et 
cos; et nous poserons, comme nous l'avons dit au.n 0 158 
( S inX = g,, ic 0 $\ = g- t , 

g et g' étant deux constantes numériquement très-faibles. 
Nous obtiendrons ainsi 

<IB 3 n "(C — A') 

d'oùj pour la mesure de la nutacion due à l'action du So- 
leil, 



. „dr$ 3 ,.{C-À') , 
" — ~dt ~ a " ' — Cn '~ «*«*»• + sin6'cosS'), 

rl par suite pour valeur de la p'récession correspondante 
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iOO. De l'action de In Lune. — Pour calculer i'iii- 
lluence de la Lune sur le mouvement de la Terre ou petit 
faire usage des formules (6), en y changeant le signe de i, 
supposant ensuite que i et ). représentent l'inclinaison r, 
de l'orbe lunaire sur l'ccliptiqucct la longitude 1, du nœud 
descendant N,; il faut de plus introduire au dénominateur 
le facteur i -4- h,, h, désignant le rapport de la masse de 
la Terre « celle de la Lune, qui n'est plus négligeable, 
et changer S en ff. Si donc n\ représente la vitesse angulaire 
de la Lune autour de la Terre, on a 

„ = J £^ A 1 (cos28'. I ',r°sî, + sine'™sB'), 

L'emploi de ces formules suppose que i, est Irès-petil, 
et, en effet, l'observation fait reconnaître que l'incli- 
naison Lde l'orbe lunaire sur lecliptique vraie est irès- 
faible, qu'elle est sensiblement constante et égale à 5°o', 
d'où il suit que l'on peut effectivement négliger le carré 
de/,. 

Pour exprimer i, en fonction de I, soient A, la longi- 
tude XP de la Lunel.; N„ N, les nneuds de l'orbite lu- 
naire sur l'écliptique fixe et l'écliptique vrai ; S l'intersec- 
tion de LP avec ce dernier. On a, en négligeant les termes 
de second ordre, 

LP = i,sinN,P = sin(A, — lJ./„ 

LP = LS — SP = lsinN,S — isinNP = IsinN.P — /sinNP 
= IsinfA, — 1,) — ïsin(A, — X); 

égalant ces deux valeurs, puis supposant successivement 
A, = o, A, = oo°, on trouve 



f,ïinXi = Isinl, — i sinl — lsinl, — gt, 
f,cus>, — Icosl, — i ccisa — Icosl, — g' t. 
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D'autre part, la longitude du neeud diminue, d'un mou- 
.veinent sensiblement uniforme, d'une circonférence en 
18 7 ans environ. Si donc on désigne par a la vitesse angu- 
laire du noeud, et par )„ une constante, on ]icnl écrire 

_ i, = -( a( + U 

ci iK vient, en posant y~r- = ""w, 

„ = sin 8' ~ = l a" S'ccs^+cosa (f . lcos( a (-l-l.) 

— g'ito»%V\, 

£8. 3 (C — A' 

7 -— dt~ ->." Cn 



r U co S 0'[Ism( a r-4-».)-gi]. 



,_ 3«" (C — A'I 



161. Résultat des actions simultanées du Soleil et lie 
la Lune. — En réunissant les termes résultant des actions 
du Soleil et de la Lune, on a, pour les déplacements de 
Taxe terrestre dus ii la simultanéité d'action de ces deux 



' (7') 



{C — A') „[", , 2»cota9' 



Si l'on néglige les inégalités séculaires de l'écliptiqui 
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Concevons une droilc OA partant du point O et (jui 
fasse constamment l'angle fi' avec la perpendiculaire OZ à 
l'écliptique fixe, en tournant autour de cet axe avec la vi- 
tesse angulaire 

les déplacements de l'axe OB de la Terre par rapport à 
l'axe moyen OA seront donnés par les formules 

Ï = 3."E=P „,,„<„■ ÎÏÏ5Î!, 

. „_3""(C~*'I I_, 



Le p6le vrai B est ainsi animé par 




pôle moyen A 


de deux mouvements rcriangulai 




ques que l'on 


peut considérer comme rectiligi 




sont complé- 


meniaircs et d'amplitude différt 


snte. Il\ 




suite autour de A une petite cil 






que les noeuds de l'orbîlc lunaire 


'^Tcomplis 


sent une révo- 


IuLion, ou en 18 ans y L'un des 






pôle de l'écliptique, et le rapport 


de l'autre 1 




cèdent est donné par la formule 







cette ellipse a été observée pour la première fois par 
(tradley, à qui on doit la découverte du phénomène de la 
nutition. 
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Doimaut ;i 6' la valeur connue 
011 trouve pour le rapport ci-dessus 

l'observation donne 

chiffre qui diffère très-peu du précédent. 

Si maintenant nous laissons de côté l'influence de la 
rétrograda lion périodique des nœuds de l'orbite lunaire, 
pour ne nous occuper i[uc des déplacements séculaires, il 
vient 

' i ^ = ^' ! --^co^(, + . ) ( ( - g 'c 0 t 3 r/.^, 

! .-r-W- ,f. 

1(J2. Déplacement! île l'axe de la Teije ra/ipiiitci à 
t'écltptiçue vraie. — Pour lomparcr la lliëorie à l'ubserva- 
lion, il faut rapporter lei déplacements de l'aie de la 
Terrera l'écliptii|ue traie. 

Soient : 

0 l'inclinaison de l'équatcur sur l'écliptique vratp; 

N = V la longitude de l'éqoinoiti' vrai /, prise en 
tak-ur absolue: 

1 = /7 ;, e — a = as, * — <(. = a;. 

Le triangle spliériquc XX.'N donne 
rose = cosffl 4- 'Î9] = cosOcos; + sïnOsini'cosf^ + >}, 
ou, en ne conservant <]ue les deux premières puissances 
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de i ci de SB, 

àt) — H — 0 = '- cotS — icot(£ + 1) — cos8 ~, ■ 

et enfin fil remplaça ut dans le second membre 36 par sa 
valeur obtenue en négligeant les termes do second ordre, 

(g) e = 0 — /ow(* + 1) + ^ sh'U + ljcotfl. 

Le même triangle donne 



sïn8 — icosScoï(-!- +- \ ) 



£"»] 



sinfl 2sin'6 



Enfin on a, en considérant le triangle rectangle xx'z'n 
tang($ — V) = — JJi = tangieosO = AcosS, 

(ii) ï = ^i + /sin(i{. + l)cot8 -+- _iina(<$ + \)coV0. 

Nous avons dû conserver le carré de i dans les valeurs 
de & et 0, puisque nous poussons l'approximation jusqu'aux 
termes dépendant du carré du temps. Par la même raison, 
nous devrons employer pour l'sini et icos* des expres- 
sions de la forme 

; sin* = g( -i- */>, i cosX = g't + 
k et A 1 étant deux nouvelles constantes ; et en posant 

♦=s(>-i , i-«ur), 



Di-gitizod by Google 
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el eufiu 

* = + ; cotV)i + (^~. +gg'mi>B' — Acatvjp, 
( . 3 ) e = v -gt ■+■ +■ i g* cote 1 + A') ('. 

163. Formules numériques . — D'après lu sens suivant 
lequel les angles <J> et ¥ sont comptés, le mouvement (les 
équinoxes sera rétrograde si les angles croissent avec lu 
temps, et c'est effectivement ce qui a lieu. La grandeur 
de £, qui dépend des moments d'inertie de la Terre, 
ne peut être déterminée que par l'observation. Eu pre- 
nant pour plan fixe l'éelîptique du commencement de 
l'année 1750, fixant à cette époque l'origine du leuips, 
l'unité de temps étant l'année julienne de 365J,a5, 
Beuel a trouvé { = 5o", 37572 pour la précession relative 
■ à cette année, et 0' = 23°a8'i8". De plus, on a d'après 
La place 

« = a,35333, 

et, d'après Bouvard, 

g = o" ,o663 1 4 , g" = o".4569 1 5> 

k = — o",oooo]&i5B, /' = — «",00000574 ■> 

valeurs qui peuvent convenir avec une assez, grande ap- 
proximation pour une période de 1000 à i 200 ans avant 
et après l'origine du temps, en supposant f négatif dans le 
premier cas. En faisant ces substitutions, il vient 

6 = 2 3»38' 18" + o",oooo8oo 1 f, 

B = 33° ï.o" l8"— 0",45%ll'- o'.OOOOOlS^C, 

v = 5o",m3oo( +- 0,000637 c. 

L'obliquité moyen m: de l'éclipliqtie pour i8l3, eoneluo 
des solstices d'été de celle aimér et de 1812 et 1 814, observés 
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à Paris, en prenant leur moyen résultat el </',,jo l«>nr le 
coefficient (lu nutalion, a été trouve égal :i 

9 = 33-37' 4 9 ',a8, 
valeur qui diflère pou de celle 

déduite des formules précédentes en y supposant £ = 6a,5. 

164. Invariabilité de la durée de la rotation de la 
Terre. — La rotation du globe terrestre donnée par la 
formule 

dt A— 11 DR* 
~di C = "ÏT 

serait constante d'une manière absolue, s'il affectait la 
forme d'un solide de révolution, puisque l'hypothèse A= B 
donne (56) 3IL, = o. Il est facile de voir qu'il en sera en- 
core de même en supposant que les trois moments d'iner- 
lie principaux soient inégaux. Eu effet, on a 

p — £C05S +i;5iny, 'i — r, COSf — x s ' n ï> 

CL pq ne renferme que des termes périodiques comme le 
mouvement derolation delà Terre, et sur lesquels la longue 
période de % et r, ne peut pas avoir d'influence sensible par 
l'intégration. On peut doue, supprimer de l'équation ci- 
dessus te terme en pq. Quant à 3TL,, considérons par exemple 
celui do ses termes qui dépend de l'action du Soleil : on a 

xy= ( r' 1 — J^JsiOïCOSf + *'/cos"ï. 

Les ternies qui constituent x',y' ont des périodes beau- 
coup plus lungues que o, par conséquent xj ou OÏL, ne dé- 
pend que des termes dont là période diflère peu de celle de 
la rotation de la Terre cl dont l'influence est insensible 
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Ainsi donc l'attraction du Soleil et Je la Lune ne peut 
avoir aucune influence sur lu mouvement de rotation de la 
Terre. 

iGîi, Procession annuelle et longueur de l'amitié équi- 
noxialc, — La préressïou annuelle est la différence des 
valeurs de ¥ pour les valeurs f et ( + i ou 

5o",ai3i ; -+- o",oooa3274^ 

à365', '156374, et pendant celte période le Soleil parcourt un 
arc de 36"o degrés ; on déduit de là le temps employé pour 
décrire l'arc de précession ci-dessus; en le retranchant de 
l'année sidérale cl appelant fi le nombre de siècles écoulés 
depuis i^iSo, on trouve, pour la longueur de l'année 

365i,a4'9 — (*■ o'iOoooo6(i55 

qui diminue ainsi à peu près d'une demi-seconde par siècle. 

16fi. Rapport des moments d'inertie de la Terre, — 
En continuant à prendre pour unité de temps l'année }ti- 

n' = ~i&çf,cfè&-}\, — = 0,0037303, 

et comme 

; = 5o*,3?572; • 
la formule (ta) donne 

^^o.ooïaffi,, ' 

et, en négligeant le cube de cette fraction, 
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D'après les n°' 89 et 101 on a 

d'où l'on déduit pour l'a plu lisse ment de la Terri;, en se 

E = 0,0017301 +0,003151'.! 1^ ; 

I '*"" 

or, en appelani p' la densité à la surface, on a 
5jf , p* , rfA= P '-J l , , * 1 ^rf». 

d'où 

5 X ' p ~ 3 X ' f *' = 1 ' *' 1 1 ~ A,) â rfA <°' 

attendu (jue a < 1 et que la densilé allant en décroissant 
du cen tre à la surface, est négatif. On obtiendra donc 
une limite supérieure de E eu y remplaçant le rapport 
d'intégrales du second membre par |> ce quî donne 
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On a (lune puni l'aplatissement deux limites; la limite 
supérieure qui résulte du phénomène de la précession, ne 
diffère pas beaucoup de la valeur ^— que l'on attribue gé- 
néralement à l'aplatissement de la Terre. 

167. Variations séculaires du jour solaire . — Suppo- 
sons que l'on imprime au Soleil et au plan de l'équalcur 
un mouvement égal et contraire à celui de ce plan rendu 
par suite fixe; le jour solaire se réglera sur le mouvement 
résultant du Soleil, estimé parallèlement à l'équaieur et 
combiné avec la rotalion de la Terre. Ce mouvement aura 
lieu dans un plan mobile dont la position sera définie à 
ebaque instant par son inclinaison 0 sur l'équateur, et par 
l'angle A. 

Soient {Jig. aa) : 

" = ZQ. ^=SP l'ascension droite. et la déclinaison du 
Soleil comptée à partir de l'intersection (_ de l'éclip- 
tique fixe avec l'équateur; 
A, = K^'i V\ = Sjc' les distances du nœud descendant K 

et du Soleil à l'équinoxe du printemps. 
Le triangle rectangle Sy'Q donne 

tnng(« — A) = cos6 tang*, , 
et le triangle rectangle PNS 

tang(* — | — \) — cosk taiîg(p, + A), 

d'où, en développant suivant la formule de La grange, né- 
gligeant les puissances de X supérieures à la seconde cl 
celles de taug0 supérieures à la quatrième, 

u = A + f|— tang' ^ sinac, +- i tang 1 siinfr, , 

- _ 4l _ j, _ i + ,. + ''1 „ a ,( P _ $ x), 



□igitized by Google 
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ci, on faisant abstraction des termes périodiques dépendat 
de la rotation annuelle du Soleil 'autour de la Terre, 



Le triangle yfty'donne 

d'autre part on a, d'après le n° 162, 

en remplaçant, dans le lerme en i', cotfl par cot0; d'où 
sin A, = — sin $ + )) ^ i -h ''cas («fr + >) eose 

— ^lîn'^+ljcot'é — ^cos»(+ + l)J 

6, =— U+l'+wn(++lJ^/coie— jC0i(^-t-X)j J- 
Ou déduit de là • 
., 1 z=, + «n(+ + A)[<«i«-Ç«»( + -i-A) |, 

et, comme nous avons trouvé 

a= _,JiîiL±3, 

„ = . - llii (1 + 1) U.n S i - j..in (t + »} + 1). 



(»D(++i) = ff ( + (»( g 'i;^-*), 
fsinfy -H ■»■({. =gg'i, 

lang- =lar, b -- 

« = p - s i u>n g - — c ( ff 'ç + s£ ^ ï j lonjJ 0'. 

On peut, en négligeant les U'rnies périodiques, supposer 
P=n't;el si l'on désigne par S l'ascension droile du Soleil 
comptée à partir d'un méridien délerminé de la Terre, ou 
déduit facilement de ce qui précède que 

(.4) S={n- n '),+g,umg~+ f (g-ç-M -StlangS'jungt. 

Le jour moyen sera l'intervalle pendant lequel cet angle 
augmentera de 36o degrés. En négligeant le carré de cet 
intervalle que nous désignerons par jr, et posant 

h =( t ' C+ ,-i UPB £),„„!:, 

on trouve 



L'unité de temps étant arbitraire, supposons qu'elle soit 
prise égale au jour moyen en 1750. On aura x = 1 pour 
f = o, et par conséquent 

36o = n — a'+gt tang — ■ 

La valeur de n' donnée par l'observation et rapportée à 
cette dernière unité est 
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La valeur de donnée plus liaul, se rapportant à l'année 
julienne!, devra être divisée par 365,2$, re qui rendra le 

terme g tang — <:o m pl clément négligeable. Il vient, par 
suite, pour la rotation de la Terre correspondant à l'unité 
de temps adoptée, 

n = 36o>,g856i, 
et pourle jour sidéral exprimé en fraction du jour moyen, 

61,997276. 

Après avoir divisé les valeurs numérique* de g, g 1 , £ 
par 365,™, et celle de À' par le rarré de ce nnmbrc, afin 
de les rapporter à la nouvelle unilc. on trouve 

_ o,oooi7344 

(565, a5)' " . 

Posons 

(=î[t .365a5, 

u représentant le nombre de siècles écoulés depuis 1750, 
la grandeur variable du jour moyen sera 

_ 0,737.8 

ce qui monlre que sa diminution séculaire sera presque 
insensible. 

Si t mesure le temps en jours moyens, on a 
S = 36Vt 

Et, d'après la formule (1 4), en négligeant te c'arréde ( — r, 



I.e temps n'est donc pas rigoureusement proportionnel à 
tette mesure; mais il s'en écarte fort peu, et Ton pourra 
sans inconvénient négliger ia différence, excepté dans l'é- 
tude du mouvement de la Lune, à cause de sa rapidité. 
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De /'influence îles oscillations de la mer sur le 
mouvement de la Terre autour de ion centre de gravité. 
— Nous avons supposé dans ce qui précède que la Terre 
ne formait qu'un seul et même corps solide; il nous reste à 
examiner maintenant si les résultats auxquels nous sommes 
parvenu ne sont pas modifiés d'une manière bien sensible 
par les oscillations périodiques de la mer, ducs aux attrac- 
tions simultanées du Soleil et de la Lune. 

Nous remarquerons en premier lieu que l'accélération 
d'entraînement de chaque particule de la mer est la résul- 
tante de l'accélération due aux forces qui la sollicitent, 
de l'accélération centrifuge composée et de l'accélération 
relative oscillatoire prise en sens contraire. En d'autres 
termes, les équations du mouvement résultant d'une mo- 
lécule de la mer sont les mêmes que si elle faisait à chaque 
instant corps avec le noyau terrestre, en la supposant sol- 
licitée de plus par la force centrifuge composée et par la 
force d'inertie due au mouvement relatif oscillatoire. 

Les termes dus à la force d'entraînement et aux attrac- 
tions dn Soleil et de la Lune peuvent être calculés sans 
erreur appréciable, comme si la surface d'équilibre de la 
mer n'éprouvait aucune variation sous l'action de ces deux 
astres, et dès lors A, B, C dont ils dépendent représente- 
ront les trois moments principaux d'inertie du système 
invariable formé par le noyau terrestre et la mer suppo- 
sée à l'étal d'équilibre ci-dessus. 

Il nous reste donc à comprendre dans les termes de 31U,, 
JIL., des formules ( 3) du n° 158, les moments par rapport 
à Oxi On de la force centrifuge composée et de la force 
d'inertie dans le mouvement relatif, calculées avec l'ap- 
proximation ci-dessus définie, c'est-à-dire comme si la sur- 
face d'équilibre de la mer n'éprouvait aucune variation 
de forme, en se rappelant que les actions mutuelles de la 
masse entière disparaissent complètement dans les mêmes 
formules. 

33 
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D'apre6 le n° 133, les composâmes des forces précé- 
dentes, suivant la méridienne et le parallèle, sont, pour 
la molécule de masse m, 



M 




La première se décompose en deux autres, 

Z = — ^î.ifiy — ~J^j ^' — P'- m - • ■ suivant Ol, 

(du d'a\ 1 suivant la trace du méridien 

Des compdsantes (a) el (ô) on déduit les suivantes : 

+ ( 2 "' J ^rjpaxto-t-f)""---' suivant 0 Z , 

Enfin les coordonnées de m suivant 0%, Or„ Oz sont, 
en continuant, comme an n° 133, à prendre pour unité le 
rayon moyen de la surface d'équilibre de la mer, 

.r = ^i — f.'sintf + T). 
= = (., 



Di ].ii:c"J !:.■ 
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« il vient pour les moments, par rapport aux mêmes axes, 



Pour avoir les portions de 3K, X , OIL fl) OR/, relatives aux os- 
cillations Je la mer, il faut faire la somme de ces expressions 
pour toutes les molécules de la masse fluide. Or, en raison 
de leur petitesse, on peut calculer u et v comme aux n™ 133 
et suivants, c'est-à-dire en négligeant les déplacements de 
l'équateur terrestre; on peut de plus, ainsi qu'on l'a fait 
aux numéros précités, supposer que ces déplacements ont 
la même valeur pour tous les points de la couche fluide 
situés sur un même rayon lors de l'équilibre, ce qui revient 
à prendre 

y continuant à désigner la profondeur de la nier dont la 
densité est prise pour unité. On a ainsi 




Suivant On , 



o*. 



"*-/[(■ 



,"'|-'ï L ) ,i "l" + ' ! 



311, 
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Ces expressions, en raison du fadeur très-petit}', sont elles- 
mêmes très-petites par rapport à h el i<, ou soni du même 
ordre de grandeur que la surélévation z de la mer. Concevons 
que l'on remplace « ci v par leurs valeurs (6) du n a 145, 
en remarquant que <f diffère très-peu de ni. Les moments 
ci-dessus se composeront de termes périodiques dont la 
plus longue période correspondra à l'arc (n — i)t. Pour 
les oscillations de la première espèce, i étant très-petit par 
rapport à n, la plus longue période sera d'un jour environ, 
et n'aura ainsi aucune influence sur la préeession et la 
nutation. Il en sera de même pour les oscillations de la 
troisième espèce, eu observant que i dillère peu de an. 

Quant aux oscillations de la seconde espèce, n — f ne 
dépendra que du mouvement annuel du Soleil autour de 
la Terre, ou la plus longue période des termes deOTU,, 3Tl fl 
sera d'une année environ, cl n'aura ainsi aucune impor- 
tance sur le phénomène. 

De la même manière StU, ne produira aucun changement 
sensible sur la moyenne rotation de la Terre. 

Les mêmes considérations étant applicables ii l'atmo- 
sphère, on voit que les phénomènes de la précession des 
èquinoxes et de la nutation sont exactement les mêmes 
que si la mer et l'atmosphère formaient une masse solide 
avec le sphéroïde quelles recouvrent. 

Nous remarquerons eoiin que les vents alizés soufflant 
entre les tropiques d'occident en orient, dus au mouvement 
crue la chaleur >olaire imprime à l'atmosphère, malgré leur 
action continuelle sur la mer et les montagnes qu'ils ren- 
contrent, les tremblements de terre et en général tout ce 
qui peut agiter la Terre dans sou intérieur ou s sa surface, 
n'ont également aorunc influence sur le mouvement de 
notre globe, puisqu'ils n'introduisent aucun terme dans la 
somme des produits des masses par les rayons vecteurs 
correspondants. 
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$ II. DU MOUVEMENT DE LA LuHE AUTOUR DE SOB 

CENTRE PB fitUVITÈ. 

169- On sait que la Lune nous présente toujours la 
même face dans son mouvement de révolution autour de la 
Terre, et que par suite les vitesses angulaires de la Lune au- 
tour (le son aie et autour de la Terre sont égales entre elles, 
ou qu'elles ne diffèrent l'une de l'autre que de quantités très, 
petites et périodiques. Si, comme tout porte à le croire, la 
Lune a été primitivement fluide, elle a dû s'allonger dans 
le sens de la Terre, de sorte que son plus grand axe prin- 
cipal d'inertie doit faire un très-petit angle avec le rajtm 
vecteur qui joint son centre à celui de la Lune, et c'est là 
la seule hypothèse que nous ferons dans ce qui suit. Il 
est évident d'ailleurs que le plus petit axe d'inertie doit être 
celui de la rotation de la Lune. 

170. Formules relatives à la libration du la Lune. — 
Nous ne changerons rien à l'état de la question en consi- 
dérant le centre de la Lune comme fixe, et supposant que 
la Terre décrit l'orbe lunaire autour de ce centre. 

Soient (fig. a3) : 

Ox, Oy les axes principaux d'inertie de la Lune, pas- 
sant par sou centre de gravité, et déterminant le plan 
de l'équateur; 

Oz sou troisième axe d'inertie; 

T la position du centre de la Terre à un inslant quel- 
conque ; 
T' sa projection sur l'équateur; 

ft le noeud descendant de l'équateur sur l'écliplique; 
N, celui de l'orbite lunaire; 
OZ la normale à l'écliptiquc; 

r l'angle supposé très-petit que forme OT' avec l'axe 
principal Ox dirigé vers la Terre ; 
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0 l'angle très-petit ZOz compris sous l'équalcur el l'é- 
cliplïque ; 

i" l'angle constant et ires-pelit, déterminé par l'orbite 

lunaire et l 'éclip tique ; 
A, B, C les moments principaux d'inertie de la Lime 

par rapport à Ox, Oy, Oz; 
« lu mouvement moyen de la rotation de la Lune autour 

de la Terre; 
x, y, z les coordonnées de T; 

A. la distance OT que l'on peut supposer égale à OT'; 
y la longitude uN, du nœud ascendant N, de l'orbite lu- 

a la vitesse angulaire des nœuds de l'orbite lunaire; 

p, q, r les composantes de la rotation instantanée de la 

Lune, suivant Ox,Oy, Oz, p et q étant très-petits par 

rapport à r. 

Nous supposerons que u etN, ont coïncidé au point X 
de l'écliplique au moment pris pour origine du temps, el 
nous négligerons les puissances supérieures à la première 
defl,i, e. 

On peut, vu la petitesse de i el Q, considérer TT' comme 
se confondant avec l'are de grand cercle perpendiculaire à 
l'équateur, rencontrant l'écliplique en T, t ce qui donne 

»=Tr=i«lpK l T.-r-8 sinjiT=/Mii( ï -r-.-7j 1-8 siû (,+«). 

Il vient donc, en se reportant aux n u ' 50 cl 159, pour les 
moments de l'attraction terrestre par rapport à Ox, Oj, 
Oz, en négligeant devant l'unité le rapport de la masse de 
la Lune à celle de k Terre, 

aR.,= 3«î(C-B)*[<nn( T + .-7) + Bsm(< f + .)], 
OH, J = 3 n =(A-C)[ ( 'si n ( T + .- ï )4-0sin( 7 + i)], 

DR , = -n'(B — A) sin?.i. 
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3IL, étant du second ordre est négligeable; peut s'expri- 
mer d'une autre manière, en remarquant que ç ■+■ e est la 
latitude de la Terre comptée à partir du nœud ascendant 
de son orbite apparente et qu'elle est de la forme 

f +l = M + Jl+ C , 

c étant une constante arbitraire, ce qui donne 

( 1 )3H > = 3 n '(A-q(/ïint(<.+.)r-H î -,]+llsin[(( n + a )+c]|. 

En raison de la petitesse de pq relativement à r, et du 
coefficient A — B très-petit par rapport à C, dont ce produit 
est affecté dans l'équation du mouvement correspond a ut 
à O i, on peut sans erreur sensible réduire cette équation rt 

C^=31L, = -n-(B— A)siDit. 

Si l'on néglige le carré de 8 ou que l'on suppose cos 9 = i , 
on voit que r a pour effet de faire varier Ox dans le plan 
de l'équatcur. Or la vitesse relative de Ox par rapport h 
OT' est — ^ dans le sens direct ; la vitesse de OT' est la dé- 
rivée par rapport au temps de la longitude de la Terre par 
rapport n la Lune, comptée à partir de l'origine X, laquelle 
peut être considérée comme fixe en raison de l'extrême 
lenteur des déplacements de l'éclipiique. Celle longiiude 
cat, en se reportant au chapitre II, de la forme 

ni -h ^ H sin ( at -+- a' } ■+■ const . , 

le signe V comprenant une somme de termes périodiques 
dont les coefficients H, a, a! dépendent de l'excentricité de 
l'orbe lunaire. Il vient donc 
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et enfin, en ayant égard à l'équation écrite plu» haut, 



Si l'on fait d'abord abstraction de l'excentricité de l'orbe 
lunaire, l'intégrale de cette équation est 



K et K' étant deux constantes arbitraires. Pour rjtto e ne 
croisse pas avec le temps, il faut que 15 snit plus grand 
que A, ce qui est conforme à nos inductions premières sur 
la disposition des trois axes principaux d'inertie de la Lune. 
Les observations les plus précises n'indiquant aucune trace 
de ce mouvement oscillatoire, la constante K dépendant de 
l'état initial du mouvement, ou était nulle à l'origine, ou 
son influence est depuis longtemps annulée par des causes 
étrangères. Si ces oscillations existaient, leur durée serait 



¥ v/ S5j = ■ mois x \/ Sïrbj- 

et en admettant, comme nous le verrons plus loin, que 

B — A ... 
— — = o,ooo564, 

on trouve que celle durée serait de a4i3i mois lunaires. 
Si l'on pose 

L étant une constante, on fera disparaître le terme en H du 
second membre de l'équation ( a ) en prenant 



La dillërericc entre les déplacements angulaires de révolu - 



Digitizod by Google 



DE MécAMQl F. CÉLESTE. 36l 

lion et de rotation de la Lutic sera, en laissant de côte" les 
terme* dépendant de l'état initial, 

3 -(— )— 

De tous les termes dont se compose an {«( -H aï'), 
il n'y a de sensibles que ceux qui dépendent de l'équation 
du centre et de 1 équation annuelle. 

Nicollet a trouvé, par la comparaison de 174 observa- 
lions de la libralion de la Lune en longitude, que la lilira- 
lion duc à l'équation annuelle a pour valeur 

et comme 

H ~ 666", 7, «=«.0,0748, 
l'équation {a) donne 

- e ~ =o,ooi)564. 

Mais ces observations n'offrent pas une garantie d'exacti- 
tude suffisante pour que la valeur numérique cî-dessus 
présente la même certitude que celle de - que nous 
donnerons plus loin. 

La différence entre la rotation de la Lune et sa vitesse 
angulaire moyenne de révolution est 

il: 

r — n = — — t « H <™ ( <" + <•' ) 
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cl comme elle est péi iodïqur, il en résulte ipjc les deux 
mouvements moyens seront éternellement égaux. 11 n'est 
même pas nécessaire qne ces mouvements aient été égau* 
h l'origine : il suffit uni la rotation r de la Lune ait été 




limites à la vérité asset resserrées à cause de la petitesse 
de K et de £ ■ - mais suffisantes pour faire disparaître 
l'i n vraisemblance d'une égalité parfaite, à l'origine, entre 
les deux mouvements mojens. 

171. Du mouvement île l'èqualcur et de la variation 
de son inclinaison. — Les équations du mouvement de la 
Lune correspondant à Ox, Oy deviennent, en j supposant 

A^+(C-B) n , = o, 
(3). * 

B -£ + [A— C)/i/> = 3 B s (A — C)[6sin T + isin(« + 

Soient [fig. a3) P et p les pôles de l'écliplique et de 
la Lune, supposés à une distance de O égale à l'unité; 
Pp sera sensiblcmcut recLiligne, et en désignant par s, s 1 ses 

projections sur Ox, Oy, les dérivées ~ seront les com- 
posantes correspondantes de la vitesse du point P dans son 
mouvement relatif par rapport à la l.uuc. Or, la vitesse 
d'ei!lraii:emcnt de ce point, considéré comme invariable- 
ment lié à la Lune, a pour projections sur Ox, Oy 

— ns'+ q, ru—p. 
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et comme le déplacement de P ou de l'cctîptiquc dans 
l'espace est extrêmement lent, on peut négliger la vitesse 
absolue do ce point par rapport à r, <], p, s, et écrire 
tout simplement 

th , de 

d'où l'on dt'Juit 
I *S + (C-B}», = -A^ + »1'(A + D— C) + «V(C-B), 
jiJ+(i_C|- V =_[lg-»g(l+B-C|-»',(i-Cl]. 

Les équations (3) donnent par suite, en remarquant 
que i ~ — 0 sïn<f, s' = — flcosif, 

Ldl' tf* \ A J " 1 \ A J — 

On satisfera à la première équation en même temps que 
l'on fera disparaître le second membre de la seconde, en 
posant 

(=Wà(«+«l + ( ), 
✓ = W'sin(^ + a< + <:), 



W, W étant deux constantes qui ont pour valeur com- 
mune, en négligeant les termes du second ordre en a. 
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d'où 

I _ . _3n[A— C)i'WB (J rt4-«r + e) 

J " Mn '~ sV(*-c ) + )l *. ' 
h»= ^3„(A-C).' C os( n , + , f + 0 

[ 3*[A-C) + »A. 

Si les conditions initiales du mouvement ont disparu, on 
devra se contenter de ces formules, d'après lesquelles {'in- 
clinaison de Pèquateur lunaire sur lècliptique 8 conserve, 
une valeur constante, donnée par 

3»(A-C)i ' C-A ■ 

3»(A— C)-r-aÀ* A 3n .' + 6 



ce qui signifie que /a vitesse des nœuds de Céquateur, re- 
lativement au rayon vecteur mené au centre de la Terre, 
est la même que celle des nœuds de l'orbite lunaire; si 
donc les deux lignes des nœuds coïncident actuellement, 
cette coïncidence se perpétuera éternellement } ce qui est 
conforme à l'observation. 

D'après les observations les plus exactes, on a 

^ = o,oo4g.o„ S = fa8'45", ; = 5°8'48"; 

par suite, 

■— — = o,ooo5g4. 

Les termes qui dépendent des conditions initiales du 
mouvement s'obtiennent en intégrant les équations (4) 
sans second membre, et l'on trouve, en posant 
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el désignant par P, V, I, l' quatre constantes arbitraires, 
j = P sin { /( -H I) -H P- sin ( /'/ -f- i' j , 
i*=Pew[*+I) + »r y^5| + 1'). 

Pour que les valeurs n'augmentent point indéfiniment, 
il faut que (À — C) (B — C) soit positif, et c'est effective- 
ment ce qui a lieu d'après ce que l'on a vu plus haut. 

Pour obtenir les valeurs complètes de *, j', il faudrait 
ajouter entre elles celles qui sont données par les for- 
mules (5) et (6). Mais comme, d'après l'observation, <f est 
sensiblement égal à nt ■+■ ctr, il s'ensuit que les arbitraires 
P, P sont très-pelites ou insensibles. Ainsi se trouve vérifié 
pour la Lune, comme nous l'avons fait pour la Terre, le 
principe posé au n" 131, et qui doit naturellement s'étendre 
à tous les corps célestes. " 

Quant à l'action (lu Soleil sur la Lune, dont nous n'avons 
pas tenu compte, elle peut être négligée vis-à-vis de celle 
de la Terre; caries coefficients des moments 311^, 3K-,,, 3TL„ 
pour la Terre et le Soleil, sont entre eux comme les carrés 
des vitesses angulaires de la Lune et du Soleil autour de la 
Terre, el ce rapport n'est (pie-j^— 



tj III. Du MOUVEMEl\T DES AN H EAUX DE SatCRNE 

AUTOUE DE LEUR CENTRE DE T.tUVITÉ. 



172. Nous avons vu, en trailant de la fi; 


;urc des anneaux 


de Saturne, que chacun d'eux est un solide 


dont le centre de 


figure coïncide à peu près avec celui de ce 


«.plané», mai, 


dont le centre de gravité doit se trouver e 


n un point diflé- 


ront. Ce centre tournant autour de la plan- 


èle dans le même 


temps que l'anneau, ce dernier ton nu 


■ autour de son 
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centra de gravité dans le même temps qu'autour de Sa- 

Nous allons chercher à déterminer la cause en vertu de 
laquelle ces anneaux se maintiennent constamment dans le 
même plan, malgré l'action du Soleil et des satellites, qui 
doivent produire sur eux des mouvements de précession, 
différents de l'un à l'autre, et ayant, par conséquent, pour 
tendance de faire sortir les anneaux de leur plan. 

Nous supposerons d'abord que l'anneau se réduit à une 
simple circonférence matérielle, dont le centre diffère très- 
peu du centre de gravité de Saturne, et dont le plan fasse 
un petit angle avec l'équatcur de cette planète. 

Soient [fig. a4) : 

0 le centre de l'anneau ; 

C celui de Saturne; 

G la projection de C sur le plan de l'anneau ; 
G le centre de gravité de l'anneau; 

Gx la parallèle menée en ce point à la trace de l'équateur 
de Saturne sur le plan de l'anneau; 

Gy la perpendiculaire à celle droilc dans le plan de l'an- 
neau, laquelle est parallèle à OC; 
l'axe de rotation de Saturne; 

Gz la perpendiculaire en G au plan de l'anneau ; 

9 l'angle très-pelït formé par Gz et C a' ou par les plans 
de l'anneau cl de l'équateur de Saturne; 

a, b, c les coordonnées de C parallèles à Gx, Gy, Gz ; 

a la distance OC'; 

m la masse d'une molécule de l'anneau; 
v sa distance au point C; 

(x le cosinus de l'angle qu'elle forme avec C a'; 
R le rayon de l'anneau, le rayon moyen de Saturne étant 
pris pour unité. 
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Nous prendrons également la masse de- Saturne pour 
unité, et nous négligerons les termes du second ordre en 6, 
c et a. 

Si, comme il est naturel de le supposer, on admet l'étal 
de fluidité primitif pour Saturne, et pour forme celle de 
l'équilibre correspondant, et si l'on a égard à la relation 
dont il est animé, l'attraction qu'il exerce sur le point m 
dépendra de la fonction 

.. ■ (-M-i) 



E étant l'aplatissement et ^' le rapport de la force centrifuge 
à la pesanteur à l'équateur {105}. Quand mime on rejet- 
terait cette hypothèse, on pourrait toujours, pour une va- 
leur un peu grande de i, admettre cette formule ; car le coef- 
ficient de \ dans l'expression précédente et dans le déve- 
loppement géuéral du potentiel du sphéroïde ne différera 
que d'un terme dépendant de cosao (n°* 72 et suiv.}, le- 
quel n'aura aucune Influence sensible sur le déplacement de 
l'anneau, puisqu'il ne donnerait Heu, dans l'attraction sur 
ce dernier, qu'à des termes dépendant de la rolation très- 
rapide de la planète sur elle-même, que l'intégration ren- 
drait très-petits, et que, d'ailleurs, l'observation n'accuse 
aucun déplacement de celle nature. 

Le cosinus fi de l'angle z'Cm, qui serait nul avec B et c, 
étant du même ordre de grandeur que ces mêmes quantités, 
il est permis d'en négliger le carré et de supposer t = R 
dans les coefficients qui affectent sa première puissance. 
La composante de l'attraction de la planète sur m estimée 
suivant Cm se réduit ainsi à 



M) 



et a elle-même pour composantes, en continuant l'approxi- 
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mation admise, 




La composante de l'attraction suivant la méridienne 




donnera, en la changeant de signe, une composanlc égale 
suivant Ci' ou GZ, et une composante du second ordre ou 
négligeable, dans le plan de l'anneau. Il résulte de la que 
les composantes de l'attraction exercée par Saturne sur m, 
suivant Gx, Gy, Gz, ont pour composantes 




Il C6l même inutile d'avoir égard au second terme de Z, 
qui donnerait pour toutes les molécules de l'anneau une 
résultante passant par son centre de gravité et qui n'in- 
fluerait ainsi en aucune façon sur le mouvement de rota- 
tion de l'anneau. La projection de i sur Oz' étant égale n 
fit ou à — c — (y — b) 8, il vient 

_ c + h— *n 
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et, en continuant à négliger dans Z les lermes constants, 

On a, par suite, pour les moments, par rapport à Ox et 
Oj, de l'attraction de Saturne sur l'anneau, 

■(«-a 

-•m,, = s.z r --- -ï-^ — / es 

31ï> =— S.ac = i-gj iflS.maj-, 

S. ayant la signification ordinaire de somme. 
Cela posé, soient 

x", y' les coordonnées de m parallèles aux aies princi- 
paux Gx 1 , G y' de l'anneau passant par son centre de 
gr-avilé ; 

A, B les moments d'inertie correspondants; 
f l'angle forme' par Gx, Gx 1 . 
On a 

A —S.mj", B^S.mx", 
x — x'cos v —ysiof, y = 2? simp-t-/ cosp, 
S.my'= À sin'ç + B cos'?, 
S. mJy = (A-B)sin îC os T , 
et enfin, en remarquant que les moments de l'attraction 
de Saturne par rapport à Gx', Gj' ont pour expressions 
3îlv = 31t, cosf-h!ïflf sin T , 3TLy = ,tTi , cos T — 3IL, siny, 
on trouve 1 



on trouve 

\0IL t ,= 



M) 
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173. 11 nous reste maintenant à calculer le moment 
autour de Gs ou 

3H 1 = S.{Xj--Y. r ) i 
or celte expression, de même que celles de X, Y, étant in- 
dépendante de l'orientation des axes Ox, Oy, supposons 
momentanément que ces aies coïncident avec Ox', Oy', ce 
qui revient à supposer 

S.mxr=0, S.my- = A, S.mi'=B; 
on a de plus 

S.mi = 0, 8.1*7 = 0, 
et comme le triangle C'Om donne 

v = v / R^r5 + a«ir-«j = »[' + ---j— - | - 

/ F. - Z\ 
-m, =— S.m\ -, H - ){0J + <-ï) 

Mais il est inutile d'avoir égard à ce moment; car, puis- 
qu'il dépend de (2 ou qu'il rst périodique, comme le mouve- 
ment relatif de Saturne de G. il ne peut affecter la moyenne 
valeur de la rotation r. 

174. Considérons maintenant les valeurs de Sfl y , 31ly, 
relatives « un astre quelconque L fort éloigné de l'an- 
neau èt supposé rapporté aux axes principaux de l'an- 
neau. On a, d'après len°58, en remarquant que C= A + B, 
t représentant la distance moyenne de L et de G, 

3& 4 >=3i-~Aj'z. 
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Dans le calcul de y, y', =, nous pourrons sans erreur 
sensible supposer que G représente le centre de gravité de 
Saturne. 

Soient (Jig. a5) : 

Gx ]'iiiierseciion de l'anneau et de l'équaleur deSaturne ; 
(il l'intersection de cet équaleur avec l'orbite de L con- 
sidérée comme fixe ; 
i|i l'angle formé par GI avec Gx; 

& l'angle compris sous les plans de l'orbite et de l'équa- 

v l'angle que forme GL avec GI, 
et conservons les autres notations adoptées plus baut. 
Le triangle sphérique Lxl donne 

La projection de t sur la perpendiculaire à Gx dans le plan 
de l'équaleur s'obtient en ebangeant en — (90° — tf) dans 
l'expression précédente qui devient 

1 (cos? sin4i + sini' cos^ tosfl'). 

Enfin H étant le pied de l'arc de grand cercle abaissé per- 
pendiculairement de L sur l'équaleur, ou a pour la distance 
de L à ce plan 

v sinLH = v sin« sinfl'. 
On lire de là, en négligeant le carré de 0. 

jr^tlcosPsin^-l-sinïcos^cosS') — uin^sine'.e, 
z = v (cosi-sin^ -+- sitir rosi rnsG') + x sinvainS'. 
D'autre part, on a 

x' = x coso — j-sinif , 
y = xàni ! +ycos< i , 

d'où Ton déduit, en supprimant les termes en sinus el co- 
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sinus de a<f et des multiples de v qui deviennent insen- 
sibles par les intégrations, 

3IL-, — o, 

31ly = — £sin8' cosD' sin(? — 

4: ^cos'Q'- i sin'e'^ fl Mn f — | sin-O' sùl ( ? — a$)j, 

3LA r 



cl comme p cl ç sont supposes très-petits et que leur pro- 
duit est négligeable, la composante r de la rotation de l'an- 
neau ne subît pas de variations appréciables. 

Quant aux autres équations du mouvemenl, nous les 
obtiendrons en égalant respectivement aux sommes des va- 
leurs (1) et (a) de SIL^et 3lty la première et la seconde des 
expressions (ce) du n° 171, où l'on a posé 

,^-ecos^, ✓ = — Osinîi 

et en remarquant que C = A + B et posant 

». = H + ^îl + H:(,». f -I™...), 



^+iV=|^ [^siofl'cosfl'coï( T - + )— ^ sïn'O' cos( T — a + jj, 

W + v ' [ sin0 ' cosS ' sin ' T - ^ ~~ a" sin,s ' cos (t— a *)] ' 
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et, en négligeant dans les seconds membres les termes en 6, 

' + XV = — } s>n 9' cos9' co»( T — | ) , 

, £ + *'*=^»»«W«in(T--T). 
Or, en négligeant le carré de 9, on a rf^, — (Zip = rf, d'où 

f — ^<i= rt + const.; 
il suit de là que les équations précédentes ont pour inlë- 
grales ' ■ 

ï = M sin (i( + Ci) -t- — T7~~T"" 



M, M', N, IN' étant des constantes arbitraire». 

Pour que 6= ^s' + s" reste constamment très-petit, il 
faut que M, M', 3L "^^" li soient peu considérables; or 
celte dernière quantité ne serait pas très-petite si Saturne 
était parfaitement sphérique, car elle deviendrait 



cl serait par conséquent tris-sensible. 

Si la planète est aplatie par suite de son mouvement de 
rotation, cette quantité a pour valeur ' 

(P) -. — 



Supposons que L soit le Soleil; soient M la distance du 
centre de Saturne à son dernier satellite, et T, V les du- 
rées respectives de leurs révolutions sidérales; on a, la 
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masse du Saturne étant toujours prise pour unité, 

Les observations donnent, en prenant le demi -diamètre 
de Saturne pour unité, 

T = 10759"', 08, 

« = 59,154, 

On s'éloigne peu de la vérité en prenant R = a, et l'on 
trouve pour la valeur de l'expression ((3) 

Pour que cette quantité soit très- petite , il faut ijue 
E — ait une valeur sensible, et alors l'anneau, et, par 
suite, les divers anneaux de Saturne seront maintenus dans 
un même plan sous l'action de la planète. Telle est la cause 
de ce phénomène, qui a conduit Laplacc au mouvement de 
rotation de Saturne avant que l'observation de ses laclies 
l'ait fait découvrir. 

Il est visible que la coïncidence des anneaux dans un 
même plan ne sera pas modifiée par le cinquième satellite 
de Saturne, qui donne un terme analogue à celui du Soleil, 
ni par leurs actions mutuelles, ni par celle des autres satel- 
lites de Saturne qui se meuvent à très-peu près dans leur 
pl.n. 

Nous empruntons à la Mécanique céleste les considéra- 
tions suivantes, qui termineront ce chapitre : 

« Un anneau pouvant Ûlre considéré comme une réunion 
de satellites, on conçoit que l'action de Saturne qui main- 
tient ses divers anneaux dans le plan de son équalciir doit 
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par lu mime raison maintenir dans lu morne plan les orbites 
île ses satellites situés primitivement dans oc plan. Réci- 
proquement, si les divers satellites d'une planète se meuvent 
dans un même plan fort incliné sur celui de son orbite, un 
peut en conclure qu'ils y sont maintenus par l'action de son 
équateur et qu'ainsi cette planète a un mouvement Je rota- 
tion à peu prés perpendiculaire au plan des orbites de ces 
satellites. On peut doue affirmer que la planète Uranus, 
dont les satellites se meuvent dans un plan presque perpen- 
diculaire à l'écliptique, tourne elle-même autour d'un axe 
très-peu incliné sur l'écliptique. 

» Les termes de l'expression de 8 qui dépendent de l'ac- 
tion du Soleil cl cïu dernier satellite de Saturne étant insen- 
sibles, et les dimensions de l'anneau n'entrant point dans 
les autres termes, il est clair que si plusieurs anneaux con- 
centriques sont attachés ensemble cl se meuvent à peu près 
dans le plan de l'équatcur de Saturne, l'action du Soleil et 
du dernier saicllilc ne les eu écartera pas sensiblement. 
Ainsi le résultat obtenu pour un anneau, en faisant abstrac- 
tion de sa largeur, a également tien pour un anneau d'une 
largeur quelconque. La seule partie de 8 qui puisse être 
sensible, dépendant de constantes arbitraires et étant indé- 
pendante de la position de l'équatcur de Saturne relative- 
ment à son orbite cl à celle de son dernier satellite, il en 
résulte que cet équaleur, dans le mouvement très-lent 
cjue l'action du Soleil et de ce satellite lui imprime, em- 
porte avec lui les plans de ces anneaux cl des orbites des 
satellites situés prirnilivemonldans ce plan. C'est ainsi que 
nous avons vu que le plan de l'écliptique dans son mouve- 
ment séculaire entraîne les pians de l'équatcur et de l'or- 
bite lunaire, de mauiére à rendre constante l'inclinaison 
mutuelle de ces trois plans et la coïncidence de leurs inter- 
sections. » 
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CHAPITRE IX. 

DE LA CHALEUR TEUKESTKE. 



175. Rappel des prchctpes fondamentaux de la théorie 
mathématique he la CHALEuii. — Soient : 

du, dxs' les volumes de deux éléments matériels m, m 
d'un corps homogène, en deux points où les tempéra- 
tures sont respectivement V, ctV',, la première étant 
supposée inférieure à la seconde ; 

r la distance île ces deux éléments ; 

F (r) une fonction de la dislance dépendant de la nature 
du corps, qui décroit rapidement quand r augmente, 
et tjui devient insensible ou nulle lorsque r atteint ou 
dépasse une certaine limite r, tris-petite cl du même 
ordre de grandeur que les intervalles intermolécu- 

Unc induction théorique tirée des résultats de l'expé- 
rience conduit à représenter par 

F' (#•)(¥',— y,)d*d a 'dt 
la quantité de chaleur envoyée de m à m dans le temps dt, 
['excès de température V' t — V, étant naturellement très- 
petit comme la limite r,, en vertu de la continuité que pré- 
sentent les phénomènes naturels. 

Soient O x, O/, Os trois axes rectangulaires, diù un élé- 
ment .superficiel d'un plan V parallèle à ïOy, et propo- 
sons-nous de calculer la quantité de chaleur < qui traverse 
cet élément dans le temps dt\ il nous suffira, pour arriver 
à ce résultat, de faire la somme des quantités de chaleur 
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envoyées par les particules m' du corps inférieures à P, aux 
molécules m supérieures au même plan, et situées sur les 
dilVéreuts rayons partant de ni qui rencontrent dm dans 
l'intérieur de son périmètre. 
Soient : 

X,y, z les coordonnées du centre de gravité G de dn>\ 

V la température en ce point; 

x -f- l, y + h, z ■+■ k les coordonnées de m ; 

X ■+- V, y 4* h', z + h' celles de ni. 

Les quantités l, l', h, li, k, !• étant très-pelites d'après le 
principe élémentaire établi plus haut, on peut en négliger 
les secondes puissances et les produits entre elles, et poser 

( /V dV , dV , 

et l'on a, par suite, pour la quantité de chaleur cherchée, 
( = di ^jL j [ i) F [r) dv de' 

+ ~ j{h--m>)^<l™' + ~J{*'-k)?[r)J*d a ^. 

Les valeurs des intégrales qui entrent dans cette expres- 
sion sont indépendantes de la forme et des dimensions du 
corps, puisque les éléments qui composent chacune d'elles 
deviennent insensibles ou nuls, pour des valeurs de r que 
l'on doit considérer comme infiniment petites par rapport 
à ces dimensions. 

D'après l'hypothèse de l'homogénéité du corps, ou du 
groupement symétrique de ses particules, supposées toutes 
de même volume, par rapport à la parallèle à Oz menée 
parle point (1, il correspond à chaque valeur de deux sys- 
tèmes de A, A', A, A' identiques, mais avec des signes eon- 
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traira, et les deux dernières intégrales de e n'annulent par 
suite. I! vient doue tout simplement. 

t=dt ~ J Y{r\ (('-/) rfor/o'. 

Déterminons d'abord la portion l'dc l'intégrale relative 
à celles des molécules ni et m pour lesquelles la distance r 
reste constante en grandeur et eu dircutioo. Les molécules m' 
forment un cylindre oblique parallèle à r, ayant pour base 
dm, et l'on peut prendre 

da , = dmitt'; 

de plus, 011 a 

et comme la limite de /' est r cos (r, z), il vient 
dt ^ F(r) r' cos (r, t) </à dt>. 
On déduit facilement lie là 

l'intégrale s'élendant n toutes les inoliicules m supérieures 
à Jo, et à toutes les valeurs de r pour lesquelles F (r) ne 
devient pas insensible. Mais alors elle a la même valeur 
pour tous les points du corps; elle est de plus positive 
comme tous ses éléments, ce qui devait Être, puisque le 
mouvement de la chaleur a lieu de la plus chaude à la plus 
froide des deux parties du corps séparées par <i«. Nous 
sommes ainsi conduit à poser 



a étant une constante positive dont la valeur dépend de la 
nature du corps que l'on considère. 

I.e flux de chaleur en un point d'un corps, estimé sui- 
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vaut une direction Ox, est la quantité Je chaleur — a ^ 
rapportée à l'unité de temps ci à l'unité de surface qui tra- 
verse un élément plan passant par ce point et perpendicu- 
laire à Oa\ 

Considérons un parallélépipède Élémentaire ayant l'un 
de ses sommets au point g, et pour arêtes correspond a nies 
dx, dy, lis. La quantité de clialenr qui, dans le temps dl, 
entre dans cet élément de volume par la face dyds = </&>, 
est 

et celle qui en sort par la face opposée, 

d'où, pour la différence, 

c /tedydzdt. 



lin appliquant le même raisonnement aux deux autres sys- 
tèmes de faces du parallélépipède, on trouve qu'il a absorbe 
la quantité de chaleur 

[d'V d'V 



dj' 



] dxdydzdt, 



qui a servi à échauffer de rfV !c volume dxdydz ou à pro- 
duire un effet calorifique mesuré par (5 dxdydt . d\ , jS étant 
une constante spécifique du corps, du moins pour des va- 
riations de température qui ne dépassent pas certaines 
limites, ce que nous supposerons dans ce qui suit. 11 vieut 
donc, en égalant ces deux valeurs, et désignant par k le 

rapport £9 

, , d'V d--V d'V , rfV 
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Telle est l'équation fondamentale de la théorie mathéma- 
tique de la chaleur. 

Si le corps peut arriver à un élat d'équilibre de tempé- 
rature) ^ devenant alors nul, on retombe sur l'équation 
aux différentielles partielles à laquelle nous avons été con- 
duit dans l'étude de l'attraction des corps. 

En se reportant au n° 72, dont nous conserverons les 
notations, on voit de suite que l'on a pour la transformée 
de cette équation en coordonnées polaires 
, . rf'nV t <f'V d r, ,,dVl , dV 



176: Condition i 


rttilivi: à 


la surface dans le cas d'une 


sphère. — Le dus di 




qui s'échappe de l'élément do> 


de la surface de la 


sphère d< 


: rayon a,, que nous considé- 








proportionnel à l'e: 


^cès de s; 


i température sur celle V du 


milieu ambiant, lor 




t!X(.-i':i ne dépasse pas une cer- 




nous le 


supposerons dans ce qui suit. 



Noua aurons doue, en désignant par h une constante dont 
la valeur dépend de la nature du corps elde celle du milieu, 

condition qui, jointe ;ï l'équation (i), permettra de déter- 
miner la fonction V. 

Les formules (1} cl (a) élanl linéaires, V se compose de 
deux parties, l'une dépendante de V ou des causes échauf- 
fantes à l'extérieur, l'autre qui en est indépendante et qui 
résulte uniquement de la manière dont la chaleur a été pri- 
mitivement distribuée dans la sphère. Pour déterminer 
celle dernière, il suffira de remplacer la condition (a) par 
la suivante 

d\ ._. 
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qui correspond à l'hypothèse d'une température extérieure 
uniformément nulle ou constante, V représentant, dans ce 
dernier cas, l'excès de la température variable sur la coti- 

177. Intégration île l'équation du mouvement de la cha- 
leur dans une sphère homogène, primitivement échauffes 
d'une manière quelconque, en prenant pour zéro la tem- 
pérature extérieure. — On peut supposer que r est exprimé 

par une suite de termes de la forme E — 1 ' U, — i E étant la 
base du système de logarithmes népériens, a une con- 
stante, U, une fonction sphérique de n et fi, indépendante 
de r, satisfaisant à l'équation (5) du n° 73, et R, une 
fonction de r seul. En substituant le terme précédent dans 
l'équation (2), et posant x = <i v'aA, on obtient 




Admettons que B, soit de la forme 

(S) R, = E .'-2A,.,-~, 

qu'à l'infini, et A, un coefficient indépendant de x. Si l'on 
substitue celte valeur dans l'équation (3) et que l'on com- 
pare les puissances semblables de x, 011 trouve 

(/ + ,)(>, _01,„- + «|/=ï(.-(| A, = 0, 
formule d'où résulte que ; 1" A„ reste indéterminé; 2" la 
valeur d'un coefficient quelconque est 

(t) A[ = (-*^) ( »( »-i)(»-a)...(»-<-M )V 

Z° pour i? v -+- 1 , A; est nul, et la valeur ci-dessus de R, 
sera composée d'un nombre fini de termes égal à + 
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En remplaçant V — i par — ^ — i dans la formule (ê) 
ou (c), on aura une seconde valeur de R„ renfermant éga- 
lement une constante arbitraire A' t , dont la somme avec 
la précédente, satisfaisant encore à l'équation (3), en sera 
par suite l'intégrale complète, et l'on aura ainsi 

L I.2.2V.2V-I 

(, v ,)■■(.-.„,-,) ^ 1 

i .2.3. av. 21— I.Jï- 2 J 

Si l'on fait maintenant disparaître les imaginaires à l'aide 
de leurs valeurs en sin et cos, que l'on pose 




a ».(,-, ) ( 1 ,- a )f,-31[.-j)^ 
" t "i,a.3.4.5.«.av—t.a»— a.av*-3.a,— 4 . 

l'intégrale ci-dessus prend la forme 

R„ = Bi>£-*(X»3Îlix-— X» cosi) 

-I- l)'„.i-" (X, cosi + x', sin x), 

eu désignant par B„, B, deux constantes arbitraires substi- 
tuées à A„, A' t dont elles dépendent. 

Dans le cas qui nous occupe, la fonction — doit conserver 
uni; valeur finie au centre de la sphère ou pour x = o; mais 
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comme elle se réduit à B'„ai7< ï+ ' 1 pour une râleur infini- 
ment petite de x, en négligeant les puissances de celle va- 
riable d'un ordre supérieur à — (y •+- 1), on voit que pour 
qu'elle reste finie il faut que l'on ait B, = o. Nous devrous 
donc prendre tout simplement 
(4) R, = B,«-'CS,»inx-X',CM*). 

Substituant cette valeur dans la formule et désignant 
par x, ce que devient a- à la surface, ce tjni revient à poser 

on trouve 



Cette équation est transcendante et donne pour x, et 
par suite pour a une infinité de valeurs auxquellrs corres- 
j>ondent autant de fonctions U, qui se détermineront 
d'après l'état initial de la clialeur de la sphère, comme 

478. Détermination des fondions U, par l'état initial 
de la chaleur. — Nous supposerons la valeur initiale de la 
température développée en fonctions sphériques W, de u 
et fi, dont les coefficients seront eux-mêmes des fonctions 
connues de *. 

Soient R," 1 , R'°, . . . , les valeurs de R^ correspondant 
aux différentes racines de l'équation (5). En identifiant à 
W, le terme en U a de V après y avoir supposé t= o, on 
obtient 

(B^R; , 4-B|,' > ri^ + ...) ^ = W„ 
d'où résulte un système d'équations de la forme 

(<*) *,(«} = iJ'hJ'+fWiM-k . , 
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? {a} étant un coefficient de W„ et F;"', . . . , les constantes 
arbitraires qui se trouvent dans le premier membre de 
lequaùon ci-dessus, eu supposant le produit effectué, et 
qui sont les inconnues de la question. 
Maintenant on a 

En effet, R'„"' et R',' 1 étant nuls pour x = o, on a 

i {"■■ -s~^-si-)'-=K<-x—'S'-s-). 

Le premier membre de relie équation devient, en y rem- 
plaçant les dérivées secondes par leurs valeurs déduites de 
l'équation (3), 

\é) *{«(■)■— at').) j 'R^R^rfo, 

gW, et' 1 ' étant les valeurs de st correspondant aux racines 
de l'équation (5) qui déterminent R;" ! , It 1 ,". 

D'autre part, de l'équation à la surface (a'), dans la- 
quelle ou substitue — à la place de V, on déduit 

d'où résulte que le second membre de l'équation (<?} est 
nul, et que par suite il en est de même du premier (c*), 
puisque a w est différent de a''*, ce qui démontre le théorème 
énoncé. 

En multipliant donc la relation ((/) par Ti^da, et inté- 
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grant de « jusqu'à on trouve 

/■»««,(•)*. 

et l'on obtiendra les autres coefficients, en i 



On déduit de ce qui précède le théorème suivant : 
Si l'on pose 

■-• b ,r» 

Q ,= 2-.- 'vvr: • 

jf (»?)■*■ 

n'étant pas nul, l'expression de la température V après 
un temps quelconque sera 

Dans le cas où l'état initial île la chaleur ne dépend que 
de a, W, étant nul pour v=i, V se réduit a Q 4 . 

179. Température finale .le la sphère. — L'une des 
racines de l'équation (5) est nulle, et correspond à l'état 
d'équilibre de tempéra Hue de la sphère. Dans ce cas l'équa- 
tion (3) devient, après v avoir rem placé x par sa valeur 



On trouve facilement, en posant R, = na\ pour l'inté- 
grale complète de cette équation, 

!).,= (C, -1- rt'" 1 '; 

C„, C v étant deux constantes arbitraires; mais comme celle 
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fonction doit conserver an centre une valeur finie, il faut 
<]ur C, = o, et nous devions prendre tout simplement 
(fi) " H, = C,o"-*- 1 . 

La condition (a') donne C„ = o, de sorte que l'état initial 
de la chaleur de la sphère n'a aucune influence sur sa tem- 
pérature finale, qui ne dépend dés lors nue tle la partie de V 
qui ne renferme pas le temps. Supposons que cette partie 
soit développée en une suite dé fonctions sphériques V y , 
1 équation (2) donnera, en comparant les fonctions sem- 
blables, 

— vCnp'Uv — A(C,<U,— U'„), 

d'où 

U. = U, , 
et pour la température finale, 

180. État pénultième <lc la chaleur dans une sphère 
d'un grand rayon. — Lorsque le rayon a, de la sphère est 
très-grand, l'équation (5) se réduit approximativement » 

qui permet de reconnaître que la plus petite valeur de a-, 
autre que zéro est IT pour 11 = o, est comprise entre ti 
et - 7r pour v ~ i , entre - n et ir. pour v = 2, etc. Pour 
une même valeur de v, les exponentielles disparaîtront les 
unes après les autres, d'après l'ordre de décroissance des 
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quantités x, ou a; de la même manière, itius lus Ici nies 
correspondant au* plus petites valeurs 7! de k disparaîtront 
dans l'ordre de grandeur de v, de sorte qu'avant l'établis- 
sement de ln température finale il ne restera de sensible 

V = F,- *'U,— '■■ 

A cette époque x„ comme nous venons de le voir, est sen- 
siblement égal à jr, mais l'équation (5 ) donne plus exacte- 




en remarquant que l'arbitraire ll n peut être supposée égale 
a l'unité. 

A la surface on a 




en désignant par G la valeur de V, à l'origine du temps, 
et la formule (8) peut encore se mettre sous la forme 

(8 , T __Mi.rS(-*)'*i.(._j I ), 

pour la température au centre qui est incomparablement 
plus grande qu'à la surface. 

a 5. 
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L'augmentation que subit la température lorsque l'on 
desrciid il une profondeur : très-petite au-dessous de la sur- 
face est — f ou, en venu des formules, (a') ei {9), 

(10} A«V, = A«GE •!*(' ' 

ei l'on voïl qu'elle est indépendante du mode d echauil'o- 
ment de la sphère. 

-) Kl . Application an g/ofic terrestre. — Nous considé- 
rerons la Terre comme une sphère comprises île couches 
sphériques concentriques, homogènes, dont la densité aug- 
mente de la surface au centre, conformément à ce que nous 
avons dit au chapitre IV; mais nous admettrons que le 
coi:QiL'ienl de dilatation, la capacité calorifique et le pou- 
ces couches. Nous supposerons de plusquela température 
est la même en chaque point d'une couche ou que V est 
indépendant de;* et tr. 

A la surface de la Terre la température moyenne ou la 
portion de V indépendante du temps est assez bien repré- 
sentée, à différentes latitudes, par la formule 

v = u, -r-ir, = — t : o , 7 8 + 45", 28. 

déduite d'une autre proposée par M, Iircwster, en substi- 
tuant au\ degrés de Fahrenheit les degrés centigrades. Si la 
Terre avait atteint son état d'équilibre de chaleur, on au- 
rait, d'après le n" 179, 

v /= - j 7 ", 78+ 45°, -28 .i y'~p\ 

et celle température finale, en raison de la grandeur du 
rayon terrestre n,, subirait des variations très-lentes près de 
la surface et qui seraient insensibles dans les mines les plus 
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profonde». L'augmentation do Lemperalure observée à me- 
sure que l 'on pénètre dans l'i ntiViimr de l'écoi i c terrestre, ci 
ijui est de i degré par 33 mètres de profondeur (*}, semble 
donc indiquer que noire ylobe n'est pas encore arrivé il son 
élat final de température, et nous .sommes alors conduit ii 
étudier eu qu'il peut résulter de l'Iiypolbèsc où sa chaleur 
propre serait parvenue à son dernier état de mouvement, 
défini par les formules du numéro précédent. 

Nous pourrons prendre l'époque ;ii'tuille pour origine du 
temps, en considérant I coiunn' nég.illf on positif selon qu'il 



nir celle iono il une densité éeule à cinq fois celle de la surface. De celle 
inijum iljililé, il tonclul que lo refroidissement, et, par huile, ln sididilira- 

Vour eipliquor 1» tempera lurea croiitar.l avec loi profondeurs, il ad m m 
que le !,ïsli-iin'_siilairi', dans h.ii mu u veinent .le Trunslatï Iraiers.i 

un milieu plus froid que relui qui l'.-n v.-ii,j .] .nil ii ]Vj>iii[iie anlerieurc où In 



(lu Lilon.élresen.iro.i)elcun(iniieicrellre, cl qu'ai»» la solidiutation a 
lieu de la surface au centre. (Ve/a pour plus do détails le savant uu.ru;p: 
de M. Véïian, intitule! Prodrome de Géologie.) 

Quelques . |i:ir nusimihL, \ec les courants qui a e produisent 

dnns les liquides chauffes h leur partie inlciieure. et qui leiulenlà régula- 
riser la tenipurmuie. euielleui de plus l'avis que la température est uni- 
Mais nous tennis remarquer que ces wu nuits devienne m in- rut il) 1rs i[,.n- 
les fluides qui alternent un certain dejjiv de viîcusilé, minuit les inclnui 



liquide. puisqu'un eiréi. île piessionct ui 
ries cilels contraires dans le. dian^emenl* 
JiiHift. considération:, qui nous cul cund 
Terre I livpuilièse jnonoSr dan» le tmtc. 
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s'agira tic temps passés ou à venir, ce qui revient à rem- 

placer par G l'expression GE "> >• dans laquelle l„ 

représente le temps écoulé depuis l'instant où l'on a consi- 
déré l'état de température comme initial . 
La formule (10) donne la relation 

(/) 33".AG = i°. 

Désignons par V" la portion de V qui est due à l'action so- 
laire dont nous représenterons l'effet tlicrmo métrique V 
par F sîn mt, F étant une constante et mt la longitude du 
Soleil. 

Pour des points très-voisins de la surface ou pour Av. 
Irès-grandcs valeurs de a. l'équation (1) donne 



en appelant z la irès-peLite profondeur a, — a au-dessous 
de la surface de la Terre. L'équation (5} donne à la surface 

(4) Ç î :=MV"-F)sin n , ( . 

On satisfait aux équations (g) cl (h) en posant 

, 1 ^ 



Saussure a trouve par l'observation qu'à une profondeur 
do 9"',6u le coefficient de la varîalion annuelle de V esL 
égal à — de sa valeur, ec qui donne la relation 

im = o,i34. 

En observant le maximum de la température annuelle à 
Paris, maximum qui correspond n 

sir [mi- i)=i, d'où m/ = -+ï, 

on a été conduit à prendre 

tangX = o,6, 

«1, par I élimination de h, les formules (/) et (/') dunnen! 
|/J G -0,17*, 

pour la portion de la température actuelle à la .surface tU: 
la Terre due à sa chaleur centrale. 

182. Diminution de la durée du jour due au refroidis- 
sement de la Terre. — Soient, à une époque quelconque. 
i le coefficient de dilatation cubique des couches sphériipiea 
dont la Terre est censée composée, et que nous con- 
sidérerons comme sensiblement ronslant pour les faibles 
variations de température que nous aurons à considérer; 
n la vitesse angulaire du -Jolii! terrestre autour de son axe; 
dM = ^Tïa'pda la niasse de la couche spliérique de rajon n 
et de densité p. D'après le principe des aires, le produit 
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doit rester constant lorsque la température subit avec lu 
temps la variation J V, que nous supposerons assez petite, 
de même que les variations co ries pond an les 3a, du, pour 
que l'on puisse en négliger lus puissances supérieures à la 
première. On a ainsi 



d'où 




X 1 F "''' a 



La condition relative à la variation du volume de dM avec 
la température donne 

S[a'da) = ia>daiV , 

ou, en remarquant que le premier membre de cette formule 
est équivalent à d (a'ô'a), 




Si nous adoptons l'Iiypo thèse de M. Roche sur la pro- 
gression de la densité des couelies à mesure que l'on s'ap- 
proche du centre, nous devrons remplacer, dans la pre- 
mière formule du u° 108, A par— » puisque nous ne pre- 
nons plus ici le rayon terrestre- pour unité. Nous aurons 
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ainsi, eu posani — = X, 

r - !,[,-?*■), 

- ? X'""'X' ,v ""']' 

ou, en intégrant par parties, 



D'autre pari, si l'on commence à compter le temps lors- 
que la vitesse angulaire est », la formule (8') du n" iHO 
donne, à très-peu prés, pour des valeurs <îe ! qui ne dépas- 
sent pas certaines limites, et en ayant égard à la grandeur 
du rayon a„ 



et comme on a, on général, 

^«■«^.^[.-iferiU'fr- 1 ><■-»><-»>.. 



Nous avons fait l'application de celte formule, dans la- 
quelle n, doit être évalué eu mètres, pour une période de 
aooo années, en remarqua ni que pour chaque année on 
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peut prendre approximativement mt = zr., et nous avons 
trouvé, en faisant usage des valeurs numériques données an 

— = d an5 l'hypothèse Je p=o ou d'une densité uniforme; 

~ — eo supposant p = 0,8, comme au n° 108- 

Si nous assimilons, faute d'autres éléments sur les ma- 
tières en fusion, le fluide <jni constitue la presque tota- 
lité de la Terre aux liquides dont nous connaissons les coef- 
ficients de dilatation, nous pourrons prendre comme eh tfl'rc 
moyen 1 = 0,0007, et ' es valeurs précédentes de — de- 
viennent -j^,» cl correspondent respectivement à une 
diminution de o*,o8, o s ,io dans le jour moyen, depuis 
l'ère chrétienne jusqu'à l'époque actuelle, ce qui est insen- 
sible. 
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CHAPITRE X. 

ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ D'UNE C1I0UTE 
PLANÉTAIRE. 



183. Supposons que, à la suite du refroidissement, il 
se soit /ormé à la surface d'une planète une croule solide 
d'une très-faible épaisseur, comme cela a lieu pour la 
Terre, et proposons-nous de déterminer les conditions 
d'équilibre d'élasticité de celte croûte, en la supposant 
hmtin^i-iji' et Hpliériqne ; mais auparavant, nous repren- 
drons aussi brièvement que possible les formules de méca- 
nique moléculaire sur lesquelles nous devons nous appuyer 
pour résoudre cette question. 

184. Définition de la pression dans les corps solides . 
— I,a pression sur un élément plan pris dans l'intérieur 
d'un corps solide est la résultante des actions des molé- 
cules placées au-dessus de l'élément, supposé prolongé 
indéfiniment dans tous les sens, sur les molécules situées 
de l'astre côté, dont les directions traversent le même 
élément dans l'intérieur du périmètre qui le circonscrit. 

•a un élément plan pris dans l'intérieur d'un corps so- 
lide, sur lequel s'e\erce une pression que nous nous 
proposons de déterminer ; 

G le centre de gravité de l'élément td ; 

r la distance de deux molécules de masses m', m" situées 
de pari ri d'autre rie w sur une droite qui traverse 
l'aire de rei élément ; 
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f(r) la fonction de la distance qui représente l'action 

mutuelle «/»«"/(' ) des deux molécules ni et m" ; 
-. la densité du corps : 

p la pression sur u rapportée à l'unité de surface ; 

X,, Y„ les composa ii les de />, parallèles à trois a\es 
rectangulaire! Oj, Qy, Oz dont les deux premiers 
sont parallèles cl le troisième pei -prujimlaîn: à u. 

Nous supposerons le corps homogène dans toutes ses 

Pour déterminer la résultante /iw de toutes les actions 
telles que m' nff(r), on peut (*) d'abord faire la somme de- 
toutes les actions exercées par les molécules m' situées au- 
dessus de ta, sur celles m" situées au-dessous, et pour 
lesquelles la distance r reste constante eu grandeur et en 
direction. Or, leî molécules m" formant un cylindre oblique 
ayant pour base u et pour géuératrice une parallèle à r, 
leur masse totale sera 

d'un autre côté, puisque le corps est liomogène , les 

sa composante parallèle aux x, 
par suite 

X,= pScW r/(» cos (r, z) co.(r, *), 
le signe Som s'étendant à toutes les molécules tu' supé- 
rieures à u et à toutes les valeurs de r pour lesquelles la 
fonction f(r) ne devient pas insensible. Mais cette somme 
est équivalente à la moitié de la somme, prise entre les 
mêmes limites, des produits mrf'[r) COS (r,'s) cos (r, .r) 

(■) CpIIo itfmoiHlriliun, eilrvmeoienl Fimiilr, ™i duc à M. île Saint- 
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relatifs à toutes les molécules m situées autour du centre 
de gravité G de w et n leur distance r à ce nii'mc point; on 
aura donc 

Xi = -pSnm nirf(r) cos (r, a) cOS (r, x), 
et de même 

Z, = ± pSom mrf[r) cos' (r, «). 

185. Expression de la pression en fonction des dépla- 
cements. — L'élasticité, comme chacun te sait, est cette 
propriété eu vertu de laquelle les molécules qui constituent 
un corps solide tendent à reprendre leurs positions primi- 
tives, lorsque la cause qui les en avait écartées vient à 
disparaître. Mais les corps ne sont élastiques que dans cer- 
taines limites, généralement très- restreintes, des déplace- 
ments relatifs de leurs molécules, cl au delà desquelles la 
matière se désagrège. Nous supposerons dans ce qui suit 
que ces déplacements sont assez faibles pour que l'on 
puisse négliger les termes qui les renferment à la seconde 

Soient z les coordonnées primitives du centre de 
gravité g de w ; x ■+- h, y ■+- k, z-f- / celles d'une molécule 
quelconque située dans la sphère d'activité de g. Les 
expressions ci-dessus, en posant = 9 (/') , pourront 

YÎ = -pSom mf(r)li, 
Zl = -pSommi(r) P, 
l'indice o étanl relatif à l'état naturel du corps. 
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Supposons que lu corps subisse une ires-faible déibrma- 
tioti : soient 3 la caractéristique «le la variation de r, h, k, 
l, p ; u, i>, w les projections sur 1rs trois axes du dépla- 
cement de G. 

Le rayon (le la sphère d'aclivilé du g étant très-petit, les 
dérivées partielles de «, v, w, par rapport à x, y, z t 
pourront être considérées comme constantes dans toute son 
étendue ; d'ailleurs, ce sont des quantités de même ordre 
■pie 11, c, w*, et dont on peut ainsi négliger les secondes' 
puissances; il suit de là que le volume dxefydz, relatif n 
un point quelconque de la splièrc d'activité, devient, après 
la déformation, 

*H"î)(~$)(.*î)- 

l.a dilatation cubique 

_ du do dw 
i_ 7h- + dj + ~dï' 

égale à la somme des dilatations linéaires dans les trois 
directions rectangulaires des axes, restera donc constante 
pour tous les points de la spliére d'activilé de g, il en sera 
de même de la nouvelle densité 

p / du du dw\ 

f- J '=75ri-»'~ J! ='('-3;-*-5;)' 

(pie l'on pourra ainsi laisser eu facteur commun devant les 
signes Sotn. 

On aura donc, pour les composantes de h pression après 
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la déformation, 

X, = -p[SciTH<« T (r)M +Som«if'(r)i*#f 

+Somm T (r) (lî/, + /,3l)} +j*pSomm r (rJM, 

Y,=-f[Bomaif {r]U i+Somm t '(r]/«r 

+Som« ? (r)(;a*-j-**fl]+i tySorojn F {r) fi, 

Z, =-p[Soiti/n T (r)^-(-Soriim f ' [j-J'Pir 

-t-3Som B i t (r)(«]+i ; ipS n mm f {rJ>. 

ci/i, par exemple, 11 oui ni autre chose qui' l'accroissement 
que prend il ([uand on y remplace X, j, z parar-t-A, 
j -H*, a + on a, en négligeant les termes du deuxième 
ordre, 



et enfin 



valeurs qu'il faudra substituer dans les expressions ci- 
dessus, en mettant en facteur commun les dérivées par- 
tielles de u, c, tv. 

Les résultais de ces substitutions se simplifient beaucoup 
si l'on remarque ; i" nue, eu raison de la symétrie, les Som 
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renfermant l'un des facteurs h, fi, ! à une puissante impaire 
sont nulles ; a" que le corps, avant la déforma lion, n'étant 
sollicité par aucune force, la constante qui représente la 
pression est nulle, ou autrement que 

Som m t (r) /' = Som m f (r) A» = Som m T ( r) i ■> 

3° que l'on néglige les termes du deuxième ordre e"^' 

^, clc et en posant 
rir tir rfv ' 

Son» m ï£ï A'/ 1 = Som m ^ /'**' = Som m ^ P *' = 2 p , 

Som m^k' = Som « ^ A' = Son. m tSÙ /• = î ! , , 
on trouve 

Or il existe cnlro les constantes pelv une relation ré- 
sultant de ce qu'elles sont indépendantes du choix des axes 
coordonnés. 

. Soient, en effet, a, (3, y les angles de l'axe des s avec trois 
nouveaux axes ; //, /' les coordonnées relatives à ces axes 
et co nos pondant à h, fi, I. On a 

/ = A'cosa-M'cosp + I' COS7, 

= v(cos'o-+- cos' p -î- cos'7) 

-1- Gfifros'ocos'p -+- cos'acos'y + cos" p co»*7), 
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cos*» + cos' p H- COS*-/ — I, 
] — COS* a — cos 1 p — cos' 7 = 2 (cos' a cos' p 4- cos' a ros' 7 

-+- cos' p cos 1 1 | , 

il vient 

Cl, par suite, 

(w(S + £). 
(*-(£*J+«î)- 

Remarques. — i° On trouvera, par une simple permu- 
tation de lettres, les pressions X „ Y^, % 7 et X„ Y„ Z, re- 

et aux x. On déduit de là les relations suivantes entre les 
composantes tangentielles : 

(B) x, = z t , y,= z„ Xj= Y,. 

Ces relations sont indépendantes des hypothèses que 
nous avons faites plus liaut sur la constitution et la gran- 
deur des déplacements du corps, car elles ae déduisent des 
équations des moments appliqués à l'équilibre d'un paral- 
lélépipède élémentaire d'un corps supposé soumis à l'action 
des forces qui en sollicitent les molécules, et des pressions, ' 
quelle que soit d'ailleurs leur nature, exercées sur ses 
faces (*). 



(•) La propriété i|iiViprinirni ces ri-talion* ui gÉnéfaMsa, en cWi-ham 
1b. conilitNiiii ilV-ijiiililm' d'un li'tr:iï-iln< vli-mniLiirn iliint Irui* arilrs par- 
lant d'un mi'iiu- snmnK't vint paralK-li-s mi un c.cirJiiiin.'s. On arrive 
.1(1 rettu ninniôrc an llit-iuvnic suivant : 

STeH un point à~un ntlit on conçoit àcax élément 1 plan, la forer tlittbptt 
reUttva au premitr, projetée mr la normale au deuxième, tii égale à la foret 
élastique mrrr.'/mnJnnl .1 c d,-n,„-r pri.jrtèe tur la normale nu premier. 

26 
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z.= 5 /'" i **+ Y ' , 



et ci ans le 



formule applicable au cas d'un li! é],«iicpie chargé vertica- 
lement d'un poids. Si donc E désigne le coefficient d'élasti- 
cité .le la substance, on a 



-H = E, d'mt f = -E('). 



(■) IïbIC w i'tfflîtIIÛO* de la théorie in fàtcAaAt ùotrapci dt H. Çaachr 

On peut, en faisant usaRC de la théorie dea fonction! isotropes do M.Cau- 
rhj, arriver lrcK-»iinp]cment nui eiprcssinns qui représentent les compo- 
sâmes de In pression sur iib Amrai compris dons l'intérieur d'un 
corps élastique. 

Concevons, pour relit, que l'on projette les coin posa n tes X„ ï„ Z, sur une 
droite OA dont le» cosinus des angle» Bieo le» troit ttici coordonne» soient 
raipoctiïcmcnt a, t, c; représentons pur n, ; les jymbeles ^, ~ 
ou D,, D„ D„ en adoptant la notation plui commode de M. Cauchy. 

La projeclioo 

devra conserver constamment la mémo voleur, en faisant subir un déplace- 
ment angulaire quelconque autour de l'aie dea i, au syalcmo de» dcui 

l'aie de* i des grandeurs u, e, w, a, b, e dont elle dépend et une fonction 

v, w, ou du moins iijijirtiiiimitiveni.'ril pour Ici déplacements, en rai-un de 
leur pelilc-sc; clic sein lionr re] montre symboliquement pur une l'onction 
isotrope par rapport a l'aie dts x îles fi, ■/, «. 5,c, u, v, v, ni sera ainsi de 
1* forme 

■+l'*( 1 îh-t-;c)-t-lQa-^Rljlb-i-yc))(yv — vfi), 
U, II, K, L, M, H,P,Q, Hélant de» fonctions svmboliques da*j Ja'-t-y 1 . 

Si nom supposons que la [onction t\ ne renferme que les dérivée* pro - 
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1 86. Équations de l'élasticité en coordonnées polaires.— 
Soit r le rayon mené de l'origine des coordonnées A un 
point M du corps, jioint qui sera en outre défini par sa lati- 
tude J et aa longitude L comptée à partir d'un méridien 
pris pour origine. Les équations cliereliées s'obtiendront 
en exprimant 4110 l'élément de volume déterminé par deus 
plansméridienscoiisérulifsdislanlsde^L, par deux sphères 
concentriques de rayons r et r-j- dr et deux cdnes circu- 
laires ayant pour sommet le centre des sphères, pour axela 

lignedes piles et pourdemi-ouverture - — - -(- rfJJ t 

est en équilibre. 

Cela posé, appelons R„ M,, P p les composantes de la 

migres île,,-, ou qu'elle soit du premier ordre on les coelEeîenls 

M, N, R devront être nuls; L, P, Q *e réduiront il des consumes ; ti, H, K 
seront de la forme 

G=g+g«, 
H = 1-I-A'« J 
K =* + *'■, 

S, g, A. V, k. K- éuuii da coniuata; « r 0 „ ..„, pBP , u£ „, 

En ralmn de l'homogénéité du corps, r,, r, se déduiront de cette formule 
par nno simple permutation de lettres. ' ' " " 

L» projection sur OA des pressions rclniiics ans »ii faces du perallélé i 
prde drdtdi devant Hrc. q;.lle, pour IVfjiiilihr.; (le n i . |,tii.-jii do volume" 
b la projcclion semblable de lWrclërati.m .],•!. \mn-~ Il, i | ,, , ],. ,|j | , 
poiBt(r,j-,i),osti n dépend J niedelndi,,Tii; 1 ,i 1 j„ . ,r. ul i|,.^ ™ 
».r,-t-D,f,-r.D 1 r, 00 l-otproaioi. symbolique « r +,r 
irope, rolativemen. au, Irois .«,, en „, ,1, „, B , v , w> Dj j t ' f , Vm ' :lirl . 
rapport.™ S H dernières de ces , U . Blfle », e, du «coud ordre p a rre|,;., rl 
au* trot, premières. Celle «pression est donc nécessairement do la forme 

+P[-Cï"- r"»)"t-C"«'- f î»)+c( l 8--«r)J,ï 
m, m", it, p étant des constantes. ' 
Remplaçant dans cette Rallié. r„ r,, r, par leur, voleur, déduite, ,1e M 
M. 
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force tlitMu|iie lespeelivcmeiil dirigées suivant le prolon- 
gement du rayon, la méridienne eu allant vers le pôle el la 
tangente au parallèle dans le sens du mouvement du méri- 
dien mobile par rapport au méridien fixe, pour un élément 
plan perpendiculaire à r; It„, M„, P„ les composantes ana- 
logues pour un élément plan perpendiculaire à la méri- 



formnla (l), pnis identilianl 1rs cncftlricnlj do i, on arrive à uno équation 
entre a, & y, u, r, w qui doit se réduire a Ina identité. 

En suivant cette marche, on eat conduit aux rolations 
g=o, 6 = 0 , A = o, V=o, Q = o, j=nt+n, h'=m-, L+P = a , 
d'où ^ 

Substituant dansla formuler.!], à la place de r„M «lent iX,+ (>Y,-r-rZ„ 
puis idt Mlilîiint les coefficients de s, h, e, on trouve, en «jant égard aui 
r Il lions el-damn, 

v,= Pja», 

Tf I =X J , z,= x,. 



x,= 3 rD, u + n d iU -i- n r i. ■+■ d,«.), 

ï,= P(D iU h-D t u), 

Ces formules sont celles dont M. Lamé fait usine dans ses Leçons sur 
l'élasticité; ulles rentrant dans celles que nous avons trouvées plus liant, 0" 
y supposant l'unit -, les il. m riinsluntra indépendantes P el L. 

L'égalité entre ers de»* constantes, à laquelle nous sommes'arrivé par 
ni. Ire pruuiiiTi- méthode, ne ] ■:ni> il pus complètement d'accord avec l'opé- 

ri -n. Ainsi 11. Wcrlln'im a trouve, il I:i suilc de. plu.icuis expériences, ip,e 

lo rappurt ~ est Mniblemeot éyal à i. 

Daiu l'inccr litudi! nii no oh nom trouvons surin viilcurdc ce rapport, dont la 
ei.iiiiaissiincc est iridispcnsnMo pour pouvoir cnlrrilor E. el P eu fonctions 
du ear/fieient filailleitê, la seule constante que l'on a l'habitude de taire 
entrer dons l<;s [publions de i-ési.tiiiice des niitliriam, nous avons ern dev. ir 
«Dnllnner a admettre la relation théorique. L= P, trouvée par MM? ftnvi.-r, 
Poisson .'I r.aiu liy. 
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dienne; enfin R F , M p , P F les mêmes composantes pour un 
élément situé dans le plan méridien. 

Lus composa n les de la pression pour la face r'cosïrfli/I. 
perpendiculaire à r, du l'élément de volume considéré, sont 
- R,r- c osXdX</L, — Nrr'cosldXdL, - P,r>coslittrfL; 

pour la face rcosXiIrdL, perpendiculaire à la méridienne, 
on a de même 

— R.rcoslilrttl., — M„rcos * drJP, — P.rcosWf-rfL ; 
enfin pour la face rtlrd~k située dans le plan méridien, 
—R f rdrtn, — n p rdrd\, — V f rdrd\. 

Soient Ox', Oy', Oz'la irace du méridien fixe sur l'équa- 
. teur, la perpendiculaire menée par ic centre O à ce dernier 
plan, et la ligne des pâles. Ou a, en supprimant les indices 
qui affectent les pressions, 
j ros|il,*') = cos)cosL, COS(B,/) = eoslsiuL, cob(R,ï') - ninl, 
(C) Jcos(M,3: , } = -sinlcosL, cos (M,/) = - sinlsinL, cos [M,=') - eus), 

D'après cela, on pourra très -fa elle me ni obtenir les com- 
posantes des forces ci-dessus suivant Ox', Qj', Oz' ; en les 
changeant de signe et les augmentant de luursdiuerenlielles 
par rapport à r pour celles qui proviennent du premier 
groupe, à à pour le deuxième, a L pour le troisième, on 
aura les expressions analogues pour les faces opposées à 
celles que nous avons considérées ; en faisant la somme des 
composantes suivant chacune des directions Ox', Oj\ Os', 
les di lieront! elles seules restent et l'on trouve ainsi : 

, ,/R,H , , </(n„cos')) , ,(/(B,C0aL] 
cus-ï COS L + rcosL + r CMl ^j- 

- ctislsinlcosL-^ rcosL-!— s-^jr '--mai ^ pour Oj- . 

, . , dVy . , rfP„co9i rfP,sinL 
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, , rfP r /-' , , rfFcosl J ? f cosL \ 
eoal cobL 4- j- cos I. — ■ ■■ + r — ^ — 1 

S ,,L pour Os 1 . 

Soient maintenant II,, M,, P, les composantes respecti- 
vement parallèles aux R, M, P (le l'accélération îles forces 
qui sollicitent la masse élémentaire p} 1 coû. dr<i\dL ; on 
aura pour les équations d'équilibre ; 

| j coa ^sL^+,rosL^V.cos>^ j 

f , . , rfp,r* . , rfP^çosï rfP,fiinL \ 
y — coslsinL— £ minL — ^— — r — ^- — 

4- p H rosi ( R, cosL - M, BinlcosL - P.sinL) = .), 

) . . K dU r r- . . rf (M.8inlcwl1 ûinl '' M -"' 111 - ' 
I — cosïsuU— - ~ rsmL ■ * rf - -rslni — Jf^ -- 

| cosl smL + r(0S L ^ — + r -gjr- 
H-or'coslIR.coslsmL- M,sinlsinL4-P,cosL) = o, 

+ pr'C0»l (H.sirù + M.cosl) = o. 
Si l'on élimine suc ces hiverne ni Mo et P„, R 0 el P 0 , RI, 



Digilized by Google 



et It 0 entre i 
simple» : 



DE MÉCANIQUE CÉLESTE. .Joj 

a équations, on obtient les relations plus 



-P,ten B l+R,-^Unel + ^ = ^ 



Ces équations expriment que les sommes des projections 
des forces sur le rayon, la méridienne, la tangente on pa- 
rallèle, sont séparément nulles. On aurait pu y arriver di- 
rectement sans passer par les axes de projection auxiliaires, 
mais les calculs sont plus simples et plus uniformes en sui- 
vant la marche que nous avons adoptée. 

Aux équations (E) il faut joindre les relations (lï), qui 



(B) 



- P.. 



Il nous reste maintenant à exprimer les pressions en 
fonction des déplacements W, U, V estimés respectivement 
suivant le rayon, la méridienne et la tangeni 



s déplat 



déplacera. 



servi plus haut. Les formules (C) donnent 

| cos(j-, r 1 ) — — sinÂcosL, cosf.r.j-') = — fjnïsinL, cos j.c, z') = c 

} cosjj-, j:') = -sitiL, a»tr,/) = cosL, cos(j-, t'J = , 

( cos(z, j') = coslcosL, coS(s,y)= cosïsinL, ros(s, i') = i 

D'un autre coté, si Ton appelle/',!', L' les coordonnées 
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polaires d'un point quelconque de la sphère, on a 

.r'^r'cosî'sinL', 
t' = r'àaV. ' 

Les coordonnées de ce même point rapporté aux axes x, 
y, z seront, par suite, en substituant et réduisant, 

x = x-cos {x, *')'+ y cas (», X") + •* cos (x, *') 
= r' [sioVcosl — siu).cosi'cos (L' — L)], 

y = x> cos( r , + /cos( jr,y ) + z' os Ij, 

= r 'cos\'sm(L'-L), 
= = x' C os( î ,y)+y CU s(!,y) + I ' CO s( Ilî ') 
= r'[sin).sinl'-t-cos).cos)'cos(L' — Lj]. 

Si l'on différentie ces équations successivement par rapport 
à x, y, z, puisque dans les résultats ou suppose V = 
L' = L, /■' = r, on obtient 



Par suite, si F est une fonction quelconque de x, y, z, 
on a, pour les valeurs ci-dessus des variables, 

/ rfF_£F i_ 
1 rfF rfF i 
/ rfF rfF 



formules dont nous trouverons tout à l'heure l'application. 
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On a, d'autre part, 

«cos( x, jp') + ucos (y, »') + «■ coi [»,*") 

= YV cos { W, x- ) + U cos { U, x? ) -+- V cos ( V, a! ), 

a cos ( x, f } + v cos ( j-, / ) + 1- cos (ï, j-' ) 

= Wcos(W,j-')-l-U C os(U,/) + V co s(V,/), 

u cos (a:, s') -Mcos(j-, s') + «•cos ( s, z') 

= Wcos(W, S ')+Uc09(U, S ')-|-Vcos(V, s). 

Pour obtenir les cosinus qui multiplient W, U, V, il 
suffit de recourir aux formules (Bj posées plus haut, en y 
ri'iiinhçaut, dans les termes symboliques, R, M, P par les 
déplacements correspondants, et accentuant les L, r; en 
avant égard à ces formules ainsi qu'aux relations (C), les 
équations ci-dessus combinées par addition donnent les 
suivantes : 

u — W [sinV cosl — cosl' sinl cos (L' — L)) 
-+• 0 [cosl cosV + sinl sinl' cos (L'— L)] -t- V sinlsin (L'— L], 
— W cosl' sin ( V — L) — U sin V sin ( L'— L) + V cos (L' — L), 

W^in JsinV -t- cosl cosl' cos (L' — t,}] 
-I- U [sin 1 cosl'— sinl' cosl cos ( L'— L)] — VcosX sin (L'~ L). 

Si l'on différence ces équations par rapporta l'une quel- 
conque des variables a:, y, z, on a, pourr' = r, /'=Jl, 
L' = L, les relations symboliques 

du = dV + V sinl JL + Wrfl, 
Jv = dV-h (Wcosl-Usinl)rfL, 
d,v = rfW — U(/l - Vcosl dh ; 
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par suite, en ajant égard au\ formule» (F) ci (G), 



dit i rfU W 








•la _ i dH 




dj rcaii c/L 


V |ang* 


dit til! 












~T ~ ~ îïl' 






I(W.- 


J- = — I— . — "+ 






dw_ i rfW U 








rf» _ r rfW 


V 






rf... rfW 




dz ~ dr' 





La dilalaiioii cubiijuc et lus pressions sonl alors expri 
nées [formules (A)] par 

1 rfÔ ] dV aW^Utangï rfW 



- M. = Z, — X.- = - 



_ W-U1». 5 ) \ 
IL + ' r 
i rfW U 
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Ces formules s'obtiennent habituellement en détermi- 
nant, en fonction de L, r, Ira pressions exercées sur trois 
éléments respectivement perpendiculaires aux x', aux y' et 
aux z', puis passant de ces pressions aux R, M, P, en fai- 
sant usage des relations auxquelles, conduit la considération 
du tétraèdre élémentaire. Mais la marche que nous avons 
suivie nous a paru au moins aussi naturelle et aussi simple. 

Les équations générales de l'élasticité en coordonnées po- 
laires s'obtiendront en substituant les valeurs ci-dessus des 
pressions dans les équations (L) ; on trouve ainsi 

--K")-i(£-^£)'3 

+ pcosir-R.= o, 
r, , di i rf fdrV drtasiv\ 

U) 4 ^ ^5lA^- rii — J 

, <i fdvf A-mi . „ 

1" i dà d fdrV i JVi\ 
<* |_ cosi </L + dr \ dr cosl rfL ) 

l' rf ^ 1 tfrU i j/rcoslV ^j + frp _ Q 

Les conditions relatives à la surface s'obtiendront en 
exprimant que les forces élastiques R P , R„ sont égales 
aux composantes estimées suivant leurs directions des forces 
qui sollicitent le morne point de cette surface. 

Les formules que nous venons d'établir peuvent mainte- 
nant nous permettre d'aborder la question suivante. 

187. Équilibre d'élasticité d'une croûte planétaire sp/ié- 
ritjiie animée d'un mouvement de rotation uniforme au- 
tour d'un diamètre, sollicitée par la gravité cl soumise à 
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'les pressions noimaies intérieure et extérieure. — Soient : 
g la gravité àlasurface; 
r, cl r, les rayons extérieur cl intérieur; 
P, eL P 0 Ira pressions extérieure et intérieure; 
c l'épaisseur de la croûte; 

n la vitesse angulaire de la rotation ; l'accélération cen- 
trifuge sera exprimée par nVcosï. 

Il est manifeste que, après la déformation, la croûte res- 
tera toujours un sulide de révolution autour lie l'axe des 
pôles, et que les molécules cjùï la constituent ne seront dé- 
placées cple dans leurs méridiens primitifs. 

Il résulte de là que V = o cl que les autres déplace- 
ments W et U sont indépendants de L; les formules (I) 
deviennent ainsi 

_ I dU aW — U tangl -MV 
~ r d\ + r + dr' 

R„= = + 
R,,= P r = o, M f = P„ = o, 
et les équations (E), qui se réduisent aux deux premières, 

/ rfR, i f/R, aR,— Rotang). — M„ — P. 
[~3r" i ~7 HT + ■ r 

(L) Fgr - 

f "rfT + 7 rfr + r 

\ — pn'rcosî stcil — o, 
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auxquelles il faut ajouter les condition s 



4.3. 



(M) } R, = P, pour r = r„ 

\ H, = P, pour r = r,. 

Si l'on pose 

l! = O' + 11", W — W -+- W", 

on pourra profiter du l'indétermination qui existe entre 
ces nouvelles fonctions pour décomposer ehacune des deux 
équations linéaires auxquelles conduit l'élimination des 
pression! entre (K} et (L) en deux autres ; l'une en U' et 
W, renfermant seulement la gravité, l'autre en U" et W, 
contenant uniquement les termes relatifs à la force centri- 
fuge. Quant aux équations de condition, on pourra de 
même les décomposer en deux autres, de telle sorte que P 0 
et P, restent seulement dans celles en W et W. 

Les quantités U' et W ainsi définies ne seront autre 
chose que les déplacements qui résulteraient de la seule 
considération de la gravité et des pressions intérieure et 
extérieure, et U" et W" les déplacements analogues aux- 
quels donnerait lieu la force centrifuge agissant isolément; 
nous sommes ainsi ramené à résoudre séparément les deux 
problèmes suivants. 

188. Équilibre d'une croûte sphérique soumise à l'ac- 
tion de la gravité et des pressions normales constantes in- 
térieure cl extérieure. — La croûte restant nécessairement 
sphérique et les déplacements ne pouvant avoir lieu que 
dans le sens du rayon, U est nul et W est indépendant 
de !.. 
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Les formules (ri) et (L) se réduisent à 
[ A — -H 2 W 

1 EU = M,= o, It,^P, = o, M,=P„ = o, 

Il + — ~-e*7,= 0 - 

L'élimination des pressions entre (K'} et (L') conduit . 
dr + *ldr> ~*~ r\dr r*)\~~ (* ' 



d'où, en posant 

6 jir, (ifir, 

a étant le poids spécifique de la substance, et en appelant a 
une constante arbitraire, 



Si dans celte équation on remplace A par sa valeur en fonc- 
tion de W, puis qulon la muliiplie par r", on aura 



d'où, en intégrant et Jésif;ti:int par b mie nouvelle constanie 
arbitraire, 
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iar suite, 

I.cs conditions rdalivus à la sorface donneront 



ry p.i-; — p.r; 

-1 + fK-'iJ 5 



r-)+P. rifr"-r.') 



r»(rî -r|) 

r du terme en m de cette expression est 
divisible par [r — r,) el (r — r 0 ), puisqu'il doit s'annuler 
pour rssft et r = i", ; d'ailleurs égalé n o, il donne une 
équation du cinquième degré en r qui, ne présentant que 
deux variations, ne peut avoir d'autres racines positives 
que r, et r,. Donc ce numérateur reste constamment négatif 
pour toutes les valeurs de r comprises entre ces deux 
limites, et, par suite, H r est une pression sur toute la sphère 
de rayon r. 

Nous avons main tenant tous les éléments nécessaires 
pour déterminer le déplacement W el les deux forces élas- 
tiques principales d'égale intensité M„, P,,. Mais pour sim- 
plifier les formules, nous supposerons l'épaisseur c de la 
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croùie assez faible pour que l'on puisse en . négliger le 
Posant dont 




d'où l'on déduit 

6 " ( P e ■ 5 """*) 12 ~( c 3°°) 

Ces valeurs substituées dans H r «induisent à 

R, = — H.-f-l(P,-P,), 

ee qui ëiait évident à priori. 

Enfin on a, nour le déplarcment W, 

_S(p._f,_., + ,4p.)], 
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légligcant P 0 devant ^-^i 



W=~- (P.— P,— BC 








~= — (p.— p,-- 0f ; 


,'3r, 5»\ 




W, = — ^(P,— P, — a. 


•). 


Vf,—~ - (P.— P,— Cl. 


„(•?_.; 




•], 


J-, . 30f. 


&-') 



et la variation subie par l'épaisseur e est représentée par 

W, — IV, — — — — (P, — P, — oe). 

Si nous appelons Q la valeur commune aux* deux force* 
élastiques principales M,„, P^, nous aurons, en continuant 
la mèine approximation, 

-|(p.-p.-.,)i], 

d'où, en négligeant P„ devant P„ 

Q.= ^" (P.-P, — ore}, Q,-Q,-r-g*«r. 

Supposons que P 0 — ?! — ne devienne nul, après avoir 
été primitivement différent de o; on aura 

W = o, Q„ = o, Q,= 5 o; 
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ce <|ui rcviitilà dire que si, en se déformant, la Tenu ne 
s'était désay i éi;éi> ni fissurée, elle reprend rail il ans les con- 
dilions actuelles sa forme primitive, les forces élastiques 
perpendiculaire! au rayon devenant nulles à la surface in- 
térieure, et des tractions h la surface intérieure. 

Admettons maintenant que, par suite du refroidissement 
du noyau liquide intérieur de la Terre et de U contraction 





tint; W deviendra néga- 


2r î r<p.i»enr«ïr.oi. -s— 


«iQ. «™«>e pression 


croi™nleminim.iu!, u»dU n u, 


: Q, restera une traciion 




ssion. I/ceorcc tcrrcslre 


pourra donc se rompre de deux ma 


nicrcsdidéreiites : i°par 


arrachement à l'extérieur et écra 


sèment à I'inlénenr, ce 


qui donne une explication fort sin 


iple des tremblements de 


terre; 2 n par écrasement sur loulr 




Dans ce dernier mode de ruplu 


re, la matière liquide du 


noyau, comprimée par les roches 


supérieures, tendra à en 



soulever les difiérentes parties dans lesquelles ces der nières 
ont été divisées, et à arriver jusqu'à la surface delà Terre. 
On retombe ainsi sur la théorie relative à la formation des 
chaînes de montagnes due à M. Ëlie de Beaumont. 

L'ellipsoïde d'élasticité (*) correspondant à un point 
quelconque de la surface extérieure de la croûte a pour 
équation 




la surface à laquelle est langent l'élément pour lequel un 
rayon vecteur de cet ellipsoïde représente la force élas- 
tique, est déterminée par 




K étant une constante positive. 



{-) Vejtc In Lte-ni mi ViUaiçlli, A- M. Une. 
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Si nous supposons que Q, soit une traction, cette équa- 
lion correspond à deux hypeiboloïdes i!e révolution asytn- 
ptotlques, ['un à deux nappes, l'autre à une nappe, et l'on 
a pour l'équation de leur rone asymptote 



et la force élastique sera tangenlielle pour tons les éléments 
tangents à ce cône. L'inclinaison a de ses génératrices sur 
la méridienne sera donnée par 




C'est à celle force élastique tangentielle ï, représentée par 
le rayon vecteur de l'ellipsoïde dVIaslirité itélri niinc par la 
droite 

+ = 

et dont la valeur est 

T = v — r,Q„ 

que paraissent dues les ruptures par glissement, connues 
en géologie sous le nom de failles. 

Nous n'insisterons pas davantage sur ces considérations 
basées sur l'hypothèse d'une homogénéité constante «t d'une 
sphéricité parfaite. 

189. Équilibre d'élasticité d'une enveloppe homogène 
animée d'un mouvement uniforme de rotation autour 
de l'un de ses diamètres (*). — Si l'on remarque 



(*) M. Ijms > donné dm» le Joucia/ <k Hu(iAn.(/ T lKJ purci cl appli- 
f a4»(t8$4] leJ InWgnl" <>c* èquiiiuiui il'équilibre d uplicité de. envo- 
l..|i[.rrs S|ilii!riinii's, qti.'li.'- igut: suimil I.'-' cuniiiliulis rrlalivre à la «url'ace, 
et J»n« ce qui suit Iliiill ne ferons qo'nppliquer in hcllr méthmiu qui l'ii 
cgnouîtoce rusulltl. 

a 7 . 
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que 

R, = n'rco»l, M.= - rt'rsïn) ros»„ P. = o, V = o, 
dV/ __ dV 

fil que l'on désigne, pour abréger, rosX par c, les équa- 
tions (J) deviennent 

/ , i rfcZ pn' 

[ 7ï ~dr = — sw*ro»lr', 

en posant comme plus liant 

[i] '. et, de plus, 

f z — — — 
Or il est facile de trouver des intégrales particulières des 

celles de ces mûmes équations privées de leur second 
membre. En effet, on voit que ces équations peuvent 
tire vérifiées par Z = o el par une valeur de A de la 
forme ai J cos'l, a étant une constante déterminée par la 
relation 



équations qui doivent être évidemment satisfaites par des 
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expressions Je la l'orme 

W = ir>+/-rWÏ, U = *sm»coslr-, 
*> /i A étant des constantes liées par les relations 
-/=»*. S6-aA = o, ■5/+3* = -g^-' 

d'où 

On a ainsi le système de valeurs particulières 
2. -. 

(3) 



; D = U. + à, 
I z = z, + t, 

les équations (i) et (a) deviendront 



(5) 
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Les formules (R) seront remplacées par les suivante* : 

f R„=M r = t_ si^cos* + p (_ + - - - 
B, = P, = a, H, = P. = o, 



Cela posé, occupons-nous de la recherche de déplace- 
ments », f, J. Si l'on ajoute les équations (5), respec- 
tivement différen liées par rapport n r et 1, on obtient, en 
supposant que la seconde ait été multipliée par c avant la 
différenlialion, puis divisée par c après cette opération, 



Fil faisant dans cette équation 

J = Q,r*. 



DE VU l..;.'lh CÉLESTE, Jli3 

iinbre entier positif ctQ, une certaine fonction 
:a, pour déterminer celle dernière. 



+ ,(. + . )Q, = o. 



On sail (8tt) (juc ci-tic équation linéaire est vérifiée par le 
polynôme 

X_.,_ ■'— i ■( — i)[.-i)[.-3) , ,. 

x — -„>,-.)■" + a .4.(.,_„(,— 3|— '- 

Pour trouver l'intégrale complète de l'équation (m|, po- 
Q.= e X„; 

il vient 

-ou, en fcpréscnlant par f. 

7 +2 UV X '-— ) = n. . 
et, A'„ étant une constante arbitraire, 

U^r +.logX,' ■+- logfi — a': = l„t: a',, 



x;<i- 

d'oû, en désignait! par A, uni; 
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«.=*,x, + i;x.jf - î j^. 

Le second terme île Q, devenant infini (*) pour a = i, il 
faut nécessairement i|iie A', =o; nous ne pouvons donc 
prendre que 

tandis (jue si ta sphère était limitée vers le pôle, par un 
cône de latitude? par exemple, il y aurait lieu de conserver 
le second terme. Ainsi 1 équation au\ di lié renti elles par- 
tielles (g) est vérifiée par 

On reconnaît sans peine qu'elle est de même satisfaite par 
cette autre valeur 

B^., étani une seconde constante arbitraire; nous pourrons 
donc prendre pour l'intégrale générale de cette équation la 

(,,) <-2*.(A.r- + fcg)- 

Dans le cas d'une sphère pleine, il faudra supprimer le 
deuxième terme qui deviendrait infini pour le centre 

du solide. 




qui n'n (utile limite. 
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Les équations (5), qui rentrent maintenant l'une dans 



l'antre, puisqu 


e l'exprcssio 


n (n) vérifie l'équation (g), qui 


résulte île leur 


combinasse 


n, donnent, en posant ;( = c£. 




^ = -3 




(5'} 








dt ., 
-«'J 5 ; = 3 




De cette derait 


•re formule 


on déduit, en représentant par 



if(a) une fonction arbitraire de a, 

en portant cette valeur dans la première, pour ohicnir f (a), 
on trouve 

^-.(. + ,)X,]=o. 

f (s) est donc une constante arbitraire que nous rrpn'-so nie- 
rons par C; nous pourrons alors écrire 

«••> ,-c + .2t<— 

Il nous reste maintenant à trouver 11 et u>; remarquons 
pour cela que 

Idw dru i 
i t Hcn 
7> — + -^rfï=*' 
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Pour intégrer ces équations, posons 

w = *' ■+■ w". Il — 11' ■+■ II", 

iv' et u' étant des intégrales particulières qui doivent en 
rendre identiques les deux membres, et w" cl u" les inté- 
grales générales des mêmes équations sans second membre. 
D'après la première des équations (l'A), on a 
daT dru." 
d\ ~ dr ' 

ce qui suppose que' w" cl ni' sont le» dérivées respective» 
d'une mèote foneiion F par rapport à r et à a. Cette fonction 
sera déterminée par la seconde des équations (i3) on par U 
suivante : 

i ~dr r ~dî 

7'- Hr + K HT = Û ", 

qui est identique à l'équation (9); on a donc, pour son in- 
légrale générale. A' v et \t, + , étant des constants arbitraires. 



HE KÉCAS1ÇUE eEl-BSTE. fo-j 

Si nous ajoutons les équations f i.V) respectivement dif- 
férentiées par rapport à a et r, nous obtiendrons, pu ayant 
égard aux formules (5'), 

/li— •! — 



il aura, pour déterminer les loellicienls S, +1 . ï„ supposes 
niquument fonctiou de x. 



- + l» + 3) (» + a.) S„. = X,.*A, f • - 



sr ^L+(,_ 3 -)( ï -i)T, = X,. 2 ^,( ï + »). 

Si l'on compare respectivement ces deux équations aux 
deux suivantes : 



+ + x,t), + , = o, 

1 sans peine qu'elles seront vérifiées par dés 
de h forme 

S«,= 7 a,x,; T,=yiu,x., 
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7 eL / étant des constantes déterminées par 

[„ + 3) (.+*),— ('-► 



'--«"+1' 



Enfin, po«r .voir «', nous luron, recours i la première 
des étraations (l3'| qui donne 

-„,'=J,*-[,-^Jj,=c, + 2f|.-.1 
d'où 

« u' doit re.Cer fini pour « = ,, il liul que C = o 
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[.J2j.[, i >- 1 ,y^ 
=" y",/— a r A -. r m -^i 

Il nous reste mai menant à calculer les coustantes indé- 
terminées A k , A' v . B^.i, IS',,., au moyen de* équations de 
condition (8} qui, en ayant égard aux valeurs précédentes, 
cl représentant par l'une ou l'autre des limites de r, 
deviennent 



= — u— -sinlèoaX. 
Pour simplifier l'écriture, nous représenterons, dans ce 
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qui suil, respectivement ]iar If, K, les coefficients t!e X, 
et \Ji — a\-^ des expressions ci-dessus. 

La détermination de H-, ^'effectuera très-facilement au 
moyen du théorème connu (RI ) 



J-, j J x.V« si » = v. 

Nousauronsainsi.cn multipliant la première équation (18) 
parX„</st et înti'sraiit entre les limites — 1 el + i, 

..., I>(ë-^- ' 

Pour obtenir K,, nous nous servirons de la propriété; 
^ des fondions X-,, 



</X., , - rfXy 



qui n'est qu'un cas particulier d'un théorème plus général 



(-) Ctlto formula s'.>l)liccit m mi.lm.luni par — 1 <-u.ua 



MioMflWat [tir partiel. 
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dû à M. Lamé on arrive de 



" • (, + " y*'** 

, en iiiiégrani par parties,' 

j" X,(i — 3**)rf« 

i conduit à calculer j X.a'Jn 
(p étant un nombre entier 'que l'on devra successivement 
prendre égal à-o et à a) et j* Xlda. 

190 Détermination /if J X,afda, f + ' X.}iix. 
\.' équation 

(») —,_".■+, (, + „x, J „. 

multipliée par ai'tiz, dnune, en Intégrant par pai tics, 

•<<+■> f^=- '/«*[<,-.<)■£] 

= _ aP ( , _ „.,) + pX , ( ■ - 

j*X*.\\ P -,)*./->-(,, + ,}«*],/„. 

{") loum*l de Mathrmntieur, pair* n apphqmécs, iHSj. 
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d'où 




Cette formule perinel de voir que : 

1° Pour loute valeur de v différente de l'unité, on a 




\ t o.'daz=o pour toutes les valeurs de v autre» 



La même formule donne 

mais elle ne fait pas connaître j" X,a'da; mais on a 
X. = l, X, —a, X, = a-— ^a; 

d'où l'on déduit pour les intégrales J X, a'' do. , diffé- 
rentes dé réro, 

■ /."-•• 
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Il suit de ce qui précède que H„ K„ seront nuls pour 
toutes les valeurs de v différentes de o et a. Nous n'avons 

donc à calculer J XJrfer que pour v = o, v = a. 

On voit facilement que 

if*' %ltl* = *, 

En portant les valeurs (o) cl {!>) dans les formules (19) et 

11 ?"''] 
= 45 (x ' 
■9 

( M ) ; "' 4'*" c 

1 ~T4' ~' 

191. Calcul des coefficients A„ À',, Iï i+1 , 1V +1 . — On 
reconnaîtra sans difficulté que ces coefficients sont nuls 
lorsque v > a ; de sorte qu'il nous suffit de considérer suc- 



»{i8),H. 



élant infini dani la deusierne des éqna- 



(*) Ce qui Indiqua i )U c la relation nln K„. *'„ A, ni uliihitt d'dl 
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On a enfile 




Quant à la constante A',, elle n'existe ni dans !»■ ni dans u, 
puisque = o. 
Pour v = t, on a 

A,r ; +iaB',-~+ 7B, ~ = o, 

par suite, 

a, =o, g,=o, n, = o. 

A', reste indéterminé, et cela, devait être, car il est facile de 
s'assurerque ce coefficient correspond à des déplacements des 
points du corps compatibles avec l'hypothèse de sa solidité. 
Pour v = i, on s les équations 




qui, en y supposant successivement i = o, i = i, donneront 
quatre relations entre les coefficients A',, A,, li 1 ,, -H,, au 
moyen desquelles on les déterminera. Mais, avant d'aller 
plus loin, nous ferons remarquer que les autres coefficients 
étant nuls, u> et it ont pour valeurs 

il = asinX'cosï ^A',r— ^ A,r'-i- B', ~ — g B, - ~ J ■ 



Di .1 ! z*:'j u, Ci 



DE MÉf.AMOUi: CÉLESTE* 435 

Lu calcul des coefficients A',, A„ lî, li',, ne présente aucune 
difficulté; mais, comme il conduit à des expressions très- 
complexes, nous laisserons de côté le cas général pour ne 
considérer que celui d'une enveloppe très-mince, dont 
l'épaisseur soit négligeable devant le rayon intérieur ou 
extérieur. Si nous posons 

r= r, -t- t, 

il vient, en supprimant les secondes puissances de e cl -lais- 
sant de côté les coefficients indéterminés, 

L 7 1 1-; 6 r; 

Les formules au moyeu desquelles on calculera les coelfi- 
cieaU A',, A„ etc., s'obtiendront en supposant i= o, dans 
les équations (B), et en joignant aux deux équations obte- 
nues leurs dérivées par rapport à J'o, on a ainsi 

> A', r. +1 A,* + i + ^ B, 1 = - g SU , 

7 '.3 rl .,2 p 

l r; a r; 4* ? 

lA >._5A,ri- 8ï,i- 5 b ' =_ ' eïd, 

7 V, 1 ii i4 • p 

--A,r| + »1(, 4+ ? B,4 = -4 P -^; 

: 'i 4 ^: '4 p 

3». 
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d'où 

_ i6r pn'rj 

b', 4 P ^i 

B, _ 28 pu' fj 

Les formules (A } donnent 

B', _ 1 1 1 ow'rj 

Tf" 645 p. ' 

45 f, 

et en faisant les substitutions on trouve 

u — !: î sin \ cos X I — — + 35 7 ) ' 

Si l'on se reporte aux valeurs (3) et (4), on obtient 

iw = tï£±h- 9 *-L (.-«-)], 
(?3! J • 

( u -- ■-— 2 ^ — 1 + -j-) sral co »*' 

L'approiîmation avec laquelle nous avons calculé les 
coefficients inconnus exige que nous prenions tout simple- 



_ L t!L.-° sin 1 cosi. 



Di .1 i Cv 



ri la variation de l'épaisseur a pour expression 
W, — W. i fn'r'. 

Les formules (a4) el ( a5 ) conduisent aux théorèmes s> 



l!)2. 1" L'aplatissement au pôle est égal à cinq fois le. 
quart du gonflement de l'équateur, et le point rie la 
croûte pour lequel le rayon n'a pas -varié correspond 

à iangl = y/|, soit X = 4i n 48'37". 

i" L'épaisseur est restée constante nu pôle, mais elle a 

dienne et lu différence maximum des déplacements ana- 

dent à / = 45 degrés ; ces déplacements sont négatifs. 

Il est maintenant aisé de voir que la courbe méridienne 
déformée est une ellipse: en cllèt, si l'on désigne par i J et À' 
les nouvelles valeurs de ** el ï-, on a, en posant '- '' ^' = a, 

r'=r.+ W ='B.+ " (4 «"ï' 1 - 5 cos'l }, 
^X+H^-S^inUosM 

ou, en négligeant la deuxième puissance de la quantité a, 
qui est Irès-petile dans le cas de la Terre, 



Soient x, y les coordonnées d'un point do la courbe mé- 
ridienne rapportée à l'axe des pôles et à sa perpendiculaire 
au centre de la sphère. 1! est clair que l'on aura avec la 
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même approximation 



équation qui représente un «ellipse dont les deux demi-axes, 
respectivement égaux à 



sont dans le rapport i •+■ g — a i. 

Quelques géologues, qui n'admettaient pas la doctrine des 
soulèvements, avaient cherché à expliquer les faits qui ont 
accompagné la formation de l'ècorce terrestre en supposant 
que la Terre a éprouvé à différentes époques, dans son aïe 
de rotation, des dérangements dus à des causes astrono- 
miques. De cette explication, qui est peu vraisemblable, il 
résulterait que l'aplatissement aux pôles observé actuelle- 
ment est dû à l'action de la force centrifuge sur l'ècorce 
terrestre arrivée à l'étal solide, et que l'on a par conséquent 

P, 199 IOj» 

40000000 _ 544£.. 
' 36ôô x 34' p 9,818' 

en substituant ces valeurs, on trouve que le coefficient 
d'élasticité E = - fi, rapporté au millimètre carré, est égal 
à 44 7 33o ; ce coefficient est environ égal à deux fois et demie 
celui du fer, qui est de tous les métaux connus celui qui 
offre le plus de roideur. On ne parait pas s'être occupé jus- 
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qu'ici du la recherche des coefficients d'élasticité des espèces 
inincralo^iques et île leurs composés ; mais il y a tout lieu 
de croire que les limites entre lesquelles varie le coefficient 
moyen d'élasticité des variétés prédominâmes du granité, 
qui forme l'élément principal de la croule terrestre, sont 
très-différentes du chiffre trouvé plus haut. 
On déduit facilement de ce qui précède 

5 y. 
M. = o, 

p,=i,».,:«».>. 

Si l = oo degrés, M„ = P,,; ce qui devait être. Quant au* 
pressions R r , P,,, elles sent de l'ordre e, cl, par suite, négli- 
geables par rapport à P,,, dans le genre d'approximation que 
nous avons adopté; nous avons donc ces trois nouveau* 
théorèmes : 

193. i° La dilatation cubique est positive; elle est nulle 
au pôle et. maximum à l'équateur. 

3° Les forças élastiques principales si: réduisent à une 
seule, dirigée suivant la tangente, au parallèle, et qui est 
constamment une traction. Les points de rupture par arra- 
chement se trouvent à l'équateur. 

3" Les forces élastiques correspondant à un nu'inc point 
sont dirigées suivant la tangente au parallèle, et chacune 
d'elles s'obtiendra (*) en projetant V p sur la normale au 
plan sur lequel elle s'exerce, puis reportant celle projec- 
tion sur la tangente ci-dessus . 

Ici il ne peut y avoir de rupture uniquement par glisse- 
ment. Les failles ne peuvent donc servir d'argument en fa- 
veur de l'hypothèse des changements survenus dans l'axe 
rie rotation de la Terre dont nous avons parlé plus haut. 
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L'augmentation du volume 4t','e de l'enveloppe aura 
pour expression 

ixrU f cos'A rfl . i tUlZl = 4„, ;e . -V 

en d'autres termes, l'augmentation de volume a eu lieu dans 
le rapport à* t à 

Il serait maintenant facile de poser les formules relatives 
aux pressions et aux déplacements de la Terre lorsque l'on 
veut faire entrer simultanément en ligne de compte la gra- 
vité, la force centrifuge, les pressions intérieure et exté- 
rieure. Sans insister sur cette question, que nous pouvons 
considérer comme résolue, nous ferons remarquer seule- 
ment que le conede glissement {*) devient ici elliptique, et 
que l'inclinaison sur l'horizon des directions du glissement 
varie avec la latitude du lieu. 



[") Vvra lui lefou ,ur Mnticité.&e M. Lame. 



NOTES. 



NOTE I. 

SUR LE DÉVELOPPEMENT DE CERTAINES FONCTIONS [MPLICIl'KS. 
(Formule! do Lg,[>riing>!.) 

Soit 

(-) : = * + 

l'équation qui détermine une fonction de i./étant une fonction 
1 1 u l'Iilcj ruine, cl c une constante supposée assez peiiln par rapport 
à des valeurs de x comprises entre certaines limites, pour que 
l'on puisse développer ; en série convergente ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de e. 

En indiquant par l'indice o 1rs valeurs de ; des dérivées pour 

"'* + (ï)/ + (i1.é+---+(S).db + '- i 

nr on a, en différent iant l'équation 

» £=/<■>£■ 

Cette dernière équation donne, en ayant cyard aux précédentes. 
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Soit o [s) une fonction quelconque dez, on a 

ou, en vertu des équations ( i) et (3), 
en remarquant que 

rt.w.)(|)'+,w(.)(£)'+x-i/(.)Ë 

n'est autre chose que la dérivée de j(z)f[z) —, par rapport à j. 

En différcntiant l'équation (2) par rapport a c, on obtient, en 
vertu de l'équation (4), en y supposant T (i) =/(*), 

et en différentiant cette dernière, et supposant T (=) =/( z)' dans la 
formule (4), 

,, Jwjl 

i/e" <ir|_ rftr J rfx ' 



Mais pour e — o, on a 1 = x, — = ] ; par si 



Ji:ji[iZ£d by 
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cl enfin le développement de 1 sera 

Proposons-nous maintenant de trouver le développement d'une 
fonction quelconque F (1) de 1 suivant les puissances ascendantes 
de e; la formule de Mac-Laurin donne 

Mais en ayant égard il l'équation (,{) on a 
et, en généra), 

d ou, en remarquant que *= x, — = 1 pour 0=0, 
11 vient donc pour le développement cherche 
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NOTE II. 

SU! L 'APPLICATION DU TtrtOBÈMI d'hAKILTOD ET DE JACOBI 
A LA THÉOME DES PEUT LIBATIONS. 

1. Nous allons exposer dans colle Note les résultats remarqua- 
bles auxquels Hamilton et Jacobi srint arrivés dans leurs recherches 
sur l'intégration Je la dynamiqueet montrer avec quelle facilité ils 
ronilnisent aux expressions des variations des éléments elliptiques 
des planètes dues aux forces perturba tri ces. 

2. Des équations de la dynamique dans un système lie coordon- 
née! quelconques. [Formules de Lagrtwge.) - Considérons un 
système matériel lilire il.ins l'c.p.ice. lonuc îles masses/», w„ m,,..., 
et dont les coordonnées sont [.<■, y, z), (j;„j,, z, ), . . . ; appelons 
(X, Y, Z), (X„ T,, Z,),. . ., les composantes parallèles aux trais 
axes des forées qui sollicitent respectivement ces points. 

Les équations du mouvement de tous ces points seront com- 
prises dans la suivante 

2i"[t& + %» + = 2> J ' + 1 " v+ zi=! - 

où ia caractéristique à indique des il^pLimuculs virtuels et infini- 
Dans ce qui suit, nous admettrons que l'on a, comme dans 
l'attraction universelle, 

X = — i Y"= — , Z= — , X,= — 

Il étant une fonction exacre des coordonnées des points du système 
indépendante du temps, ce qui donne 

a,_,, liées a ces coordonnées par -i équations pouvant contenir 
implicitement le temps, et appelons, pour abréger, x',j', . . , , n', 
u, les dérivées de j, «, »,,..., par rapport au temps. 



Digitized by Google 



445 



J -=2£> "=2Ï> "=1%,'- 
J -'=2S; J, « 



/ étant un nombre entier quelconque compris entre o et v — i, 
A la suite de ces su bstitu titras, l'équation fil donne, en identi- 
fiant dans les deux membres les coefficients des variations Su,, 
' dt} .. /d'.r.ds dydj d'z dz\ 

, 'dù^Zà ' \dr du;'* "dr 'd7 i + ~dt i dû,) 

'd'If d dr d: \ 

d-r d,7j dr Ou, dt dïî,\ 

jit dt ~*~ di~di~~ i ~dj~dT/' 
Or, en employant des parenthèses pour distinguer les dérivées par- 
tielles des dérivées totales par rapport au temps, on a 

^ -=(f)*2SS=(ï)+2|»',. 

r & __ 



U dernière di s équatîoi 
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i* qui prouve que l'on peut intervertir l'ordre de la différenlia- 
lion par rapport à u et (, comme s'il s'agissait de deux variables 
indépendantes. L'équation (a) donne par suite, CD ayant égard 
aux valeurs (a) et (3), 

ou, en représentant par 



la demi-forte vive du système, 

<4J dT = dV 

rf/ ,/u rfa' 
Cette équation et ses analogues pour les aul 
sont comprises dans la formule 



ï(f-S>-=™. 



(51 

obtenue en faisant leur somme après les avoir multipliées r 
pecti veinent par les variations des variables correspondantes. 



!t. Forme donnée par Hamillon aux équation: 
dans le cas où les relations entre les deux systèmes de variables 
sont indépendantes du temps. — Dans ce cas, T ne dépend que de 
u, a„. . .,n', u',,. . ., et comme c'est déplus une fonction homo- 
gène du second degré en u', u\ ,. . ., on a 

(6) »T = 2>*, 

en posant, pour abréger, 

dT 
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Mais les dérivées />, p„. . . , étant îles fonctions linéaires de 
«',«',,..., on peut réciproquement exprimer ees dernières quan- 
tités par des fonctions linéaires de ees dérivées, et, par suite, T en 
fonction de u, h„ . . . ,p, p„ . . , j soit 

(fi) T=Fi>,/. *,«„...)• 

En désignant par une parenthèse le* dérivée* de T prises sous ce 
nouveau pninl de vue, on a 

fdT\ dT v dTdu\ rfT v« d "< 

[s) =■& +2t&;- d *= d 7 i + 2*Pdï' 

Mais en différen liant l'équation (6) par rapport à u et p, on 
trouve 

t dT\ ^ <**; 

d'où, en comparant ce* équations aux précédentes, 

et, par suite, l'équation |4) se trouve remplacée par les deux sui- 

En faisant, pour abréger, 

et remarquant que II est indépendant de u', «' , . . . , par suite de 
p, p„ ou que J = ' es équations (8) deviennent 

,lp__d\\ du dn 

' 9 ' ~di ~ ~ 7/« ' ~di ~ ~dj> ' 

On voit facilement que ces équations el leurs analogues établie* 
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pour les autres variables u,,'u.,. . . , sont comprises dans la for- 

( I o) 2 ( ''" 3 P — '''' 3 " I = * 4 H ■ 

4. Tbeokème u'Haiiiltoh et dp Jaguhi. — Lorsque, dans un pro- 
blème de Mécanique, le travail élémentaire des forées est ta diffé- 
rentielle exacte d'une fonction des coordonnées, les intégrales dn 
/iru/ilé/ili- peuvent l'exprimer en égalant h tirs etmslantes les déri- 
vées partielles dune même fonction, prises par rapport ù d'autres 
constantes. — Suit, en avant i^iril à l'rijiKilion (5), 

!>.) S= j'i^flm-^j=J (»T-H)A=jT (T+U)*; 
l'équation (ioï, mise bons la forme 

•>») «=2 l ' t " — J"" 1 '' 

n", /<" représentant les valeurs initiales de w et ile^j. 

F.n supposant connues lis in Ivraies des équations du mouve- 
ment, les quantités u, u„ p, p , par suite T, U, S, seront 

e\prinn cs en fonction de t ut de 3 v constantes arbitraires qui ne 
seront en résumé que les valeurs initiales a*, p°,p',... La 

formule sera identiquement vériliée si l'on y remplace S, u, 
p,..., Su, ip,..., par leurs valeurs en fonction de /, u,*, p*,..., 

et relies qui résultent de leur différentiation par S permettent 
qu'enfin 1 équation ( i 3) se décompose en 2 v autres de la forme 




Lu i.:c-"J Cv t_.< 
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La fonction S, clans la supposition actuelle, ne renfermant que les 
v arbitraires «°, »;,..., les équations du premier groupe ne sau- 
raient être des identités, et comme elles constituent n relations entre 
les coordonnées cLle temps et in constantes arbitraires u',,..,p',. ., 
elles ne peuvent cire que les intégrâtes finies des équations du 
mouvement. Les équations du second groupe, formant « relations 
entre les coordonnées, le temps et r arbitraires u*, ;'!,-••> sont les 
intégrales premières des équations du mouvement. 

Cela posé, l'équation (n) donne, en se. rappelant que U est indé- 
pendant du 

ViS /HS\ , 
■ T + U = Â = (^) + ^ U ' 

et l'équation (6) devient par suite 

4S ■ ' ■ 

(*) _ + T = U. 

Si dans l'expression (p) de T on remplace p, p, ,.. . parleurs 
valeurs (7'), on trouve 

M« ■ • )-»• 

équation qui sera identiquement vérifiée lorsque l'on y rempla- 
cera S par sa valeur en fonction de T, 11, «,,..., u', u\ , . . . , 
car, d'après la forme des intégrales (7), on ne peut en éliminer 
les arbitraires p',.. . , de manière à arriver 1 une équation non 

identique entre 1, u, «,,..., a; a\ , Donc l'équation (tif) 

est une équation ans difl'cn-ntirllcs pnrtidlcs à laquelle doit satis- 
faire la fonction S. 

D'après le principe des forces vives on a ï — U = T,— U„ 
T, et U, étant les valeurs de T et U correspondant à l'instant ini- 
tial; d'où, 

Î + T.= „., 

w •"•••••)=»•■ 

"9 
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seconde équation aux différentielle! partielles a laquelle doit 
satisfaire la fonction U; mais il es! inutile d'y avoir égard, et 
l'équation (t4) suffit pour déterminer la fonction S, de manière 
à en tirer par la différentiation les intégrales premières et finales 
des équations du mouvement. 

Au lieu de considérer S comme une fonction de a v -+- \ varia- 
bles, r,u,a tt*i»î i-i. i devant satisfaire aux équations (i^) 

et (i 5), on peut la regarder comme une fonction de y ■+■ r quan- 
tités f, u, par rapport auxquelles elle est difTérentiée 
dans l'équalinn (tij). Une solution complète de eclte équation 
qui renferme i -+- 1 variables indépendantes devra renfermer v -i- i 
eoriïiiiiili's arbitraires, dont l'une sera nécessairement jointe 
à S par addition, puisque la même équation est aussi satisfaite 
par toute valeur de la forme S ■+■ constante. Faisons abstrac- 
lion de cette dernière constante, et désignons les -j autres par a, 

»=/('.».« ,..»„..'.) 

une solution complète de l'équation ( i4 ) ; nous niions démontrer 
qu'en désignant par x, a,,.,. , v autres constantes arbitraires, 
les équations 




seront les intégrales finies dos équations du mouvement. En effet, 
en différcnliant les équations (i^) et (16) ' respectivement, paV' 
rapport a a, b, , . . : et f, on a 

*S _ y. <1F rf-S _ rf'S y, , rf'S _ 

<i„.dt~2à /,is\ .i%iiu ~°' ,i x ,i, + 2à u ttud*— 0i 



c'est-à-dire deux systèmes d'équations linéaires identiques, dont 
les inconnues wraienr d une part — — — • . - et de 'antre h .... 

'(S) 1 
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mais h seconde des équations ( 7 ) donne 

,_dt . = 
" *' ' 

d'où deux nouveaux systèmes d'équations identiques dont les 
inconnues ont par suite les mêmes valeurs, el l'on retombe enfin 
sur l'équation {7'). 

Les équations (•/) et [tij], respeclivement dirfërentiécs par 
rapport à (et it, donnent 



<t'$ y rl'S , 

Tlûdt ~*~2à .1 rfST du~d7i, ' 



dp _ rfU _</F_ J _rfH 
ifr — du du du 

et c'est ta seconde des équations (p,). Donc les valeurs des incon- 
nues déterminées. par les équations (16) satisfont aux équations 
difl ère miellés du mouvement, ce qu'il fallait établir. 

En supposant la fonction S définie par la formule (i4)i on a, en 
vertu des équations (6) et (7'}, 



d'oil 

S = J'^T-H)d, = £\r + V)d,, 
ee qui s'accorda avec la définition de S donnée au n" h. 
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Les équations et (-/) sont comprises daus lu suivante, 

qui représente ainsi à la fois les intégrales premières et finales. 

S. De ta fonction caractéristique. — L'équation (n) donne, 
en remarquant que H est une constante d'après le principe des 



; a jrdt — H 



ti vertu de l'équation (J) du n" 4-, 



est une fonction des coordonnées et des arbitraires, qui ne ren- 
ferme pas le temps explicitement. On pourra, dans la recherche de 
la fonction principale S = V — H(, substituer la fonction carac- 
téristique V qui renferme une variable de.moins. 

De ce que = . --■> l'équation (i4) donne pour l'équation 



^ .liflVr, 



dont l'intégrale contiendra, en dehors de H qui joue ici le rôle de 
constante déterminée, i — i constantes arbitraires, plus celte qui 
s'ajoutera a V. Connaissant cette fonction, on trouvera 



expression dans laquelle H jouera le rote d'une arbitraire, par 
suite de l'introduction de la nouvelle variable 

Le temps n'entrera pas explicitement dans les intégrales des 
équations (g) mises sous la forme 

riH du 



•lp : d/i, ■ ■ ■ '. du ; du, . . . = — -y- : - 
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et il ne sera introduit qu'accompagne d'une seule arbitraire /a la 
fin du calcul, par 1rs quadratures 



r,<H , 



et, comme li est l'une des constantes arbitraires de la solution 
complet): de l'équation (i4). on obtiendra (5) une des intégrales 
en égalant celte dérivée à une constante. Cette intégrale devant 
coïncider avec l'une de celles qui sont comprises dans la for- 
mule (1), doit, par suite, cire de la forme 

G. Méthode d'intégration de Jacob'. — En général, la détermi- 
nation de S ou de V suppose résolu le problème du mouvement; 
car la théorie connue des équations aux différentielles partielles, 
appliquée à l'équation (i4j ou (iS), oiruluil ;'i dis éqiMlinus diffé- 
rentielles simultanées qu'il faut d'abord intégrer, mais qui ne soot 
autre chose que les équations (8) du mouvement. Cependant les 
propriétés des fonctions S et V permettent dans un certain nombre 
de cas, connaissant un certain nombre d'intégrales, de trouver 
les autres à l'aide d'une méthode générale due 1 Jacobi, et 
.que nous allons appliquer seulement au cas de deux varia- 
bles 11 et le seul qui se présente dans la théorie du système du 
monde. 

On a (3), pour les équation* du mouvement, 
/ du dtt du, d\i 
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en se rappelant que 



fournie par le prii 
de la forme 



K étant une fonction Je «, «,, p, p,, fjtii ne renferme pas I; on a 

rfK /iK. rfK ' -/H, 

= — A + 3- <fc, 4- ^ dp + - 4, = „, 

un, en vertu des équations [a), 

(H Kl — — — — — — — — — — — 

1 ' ( ' ' — dp du du dp + dp, du, du, dp, ~ 

Mai» si l'on suppose p et p, exprimés en fonction de u et u, an 
moyen des deux intégrales ci-dessus, on a aussi 

o rfH ^ liU dp ^ ■ dH ilp, 
rfu dp du dp, du 

o — £ë + ** H </f | '/n rfp, 

□Vf, rf/j du, dp, du, ' 
_ rfK dHdp ,IK. fa 
(fu, i7/j <//>, rf«| ' 

d'où, en éliminant entre les deux premières de ces équations, 

et ~ entre les deux autres, puis faisant la différence des résul- 
tats, 

(dH dK. dHdK\jdp, dp\ 
°-\ H ' K) + \dp dp, dp, dp) \ du du',)'' 
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et enfin, on ayant égard à la relation [6], 
'It!—'JP_. 



Il suit de là que pdu + p.dtt, est 
l'on. peut obtenir l'intégrale 

£ej V = J[pd a +p.du,), 

qui, substituée dans l'équation (iti) en ayant égard à la valeur (B) 
de T, la transforme en une identité ; et comme die renferme deux 
constantes arbitraires, l'une K, l'autre introduite par l'intégra- 
tion, V est la fonction caractéristique. Donc, d'après les n°* 5 et 6, 
on aura, pour les deux intégrales qu'il restait à trouver, 

, , riS rfV <IM , ' 

!•»' 3I=S ="""*■• 5h='- 

Connaissant la fonction V, on en déduira immédiatement 
S= V-H*. 

7. Application au mouvement des planètes autoardu Soleil. — 
Proposons-nous de déterminer le mouvement relatif d'une planète 
m autour du Soleil, l'attraction mutuelle variant proportionnelle- 
ment aux masses et en raison inverse du carré de la distance. 
Continuons, comme au chapitre I", à appeler M la masse du Soleil, 
et 't poser fi — (M ; la force apparente qui tolfieite m étant 



T= - (*" +f> + i"), H = T — — - 



/dp d\\ dp, JU\ 
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Remplaçons les coordonnées rccti lignes par les coordonnées po- 
laires, et appelons à cet effet l l'angle formé par r avec sa projec- 
tion sur le plan xy, L l'angle compris suus cette projection et 
l'axe des « : oa a 

J- — rcosL, j = rcotï linX, i = / , sijiï, 

et en affectant d'un accent les nouvelles variables r, ï, L pour dé 
signer leurs dérivées par rapport au temps, 

T=2[ r <t +r 'i[L"«»n+v')]i 

»t enfin, en introduisant les dérivées. 



2m\ r r'coa'l r) r 

Les équations du mouvement, d'après les fiinniiles (g) tlu h 
prennent par suite la forme suivante, en supposant que a, u, 
représentent r, L, ï : 



-m" 



." dp t = o, d'où y, — m 



sant - = cos ¥ et désignant par a une troisième constante,* 

(8) ian K l = ian Sî sio(L— a), 

ce qui exprime que la trajectoire est comprise dans un plan in 
cliné de l'angle a sur le plan ry, qu'il coupe suivant une droite 
faisant l'angle a avec l'axe de* x. 

Les trois intégrales ci -dessus ne sont autre chose que celles qui 
sont fournies par le principe des aires. 

La variable L, n'entram'que par sa différentielle dans les équa- 
tions du mouvement, se trouvera toujours ajoutée à la constante 
— a, de sorte que l'on aura 



mais [n" 4 et 6) 



(') 

Prenons maintenant pour plan fixe le plan racme de la courbe, 
pour réduire à deux le nombre des coordonnées et rentrer dans 
le cas du n°7, et soit p la longitude de la planète comptée à partir 
du nœud, on aura 

(*) cos- = coslcos(I,— a). 

Si l'on remplace, dans l'expression ci-dessus de H, L par r, 
ï par q, et que l'on pose 
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et ks équations du mouvement deviennent par suite 



. 0 i/t = m — - mr> — — 



d'où l'on Tire d'abord l'équation des aires, k étant une con- 



d'après la formule (6), 



Km remplaçant, dans l'expression ci-dessus de H, q par sa va- 
leur, l'équation des forces vives 

dans laquelle h est une constante, donne 
•à) P — mp, 

eu posant 

En appliquant aux intégrales (*) et (ji) le théorème du n" 7, 
(m a pour déterminer la fonction caractéristique 

V = j{pdr+ 9 d,).= m ptfr-»-*,), 
et par suite 

(.1) S = « (j',dr + t.-Uy 

Iji valeur de i' riant censée donnée par l'équation [*), S se trouve 
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ainsi exprimé au moyen des coordonnées r, I,, j. et des Irais 
constantes «, /(, A. On a donc {6) pour les deux intégrales cher- 
chées, en appelant *, ei / deux nouvelles constantes arbitraires, 

S="('-s/'*)=~" 

Si nous choisissons pour origine des intégrales qui entrent dans 
ces formules celle lies deux racines lit' l'équation 



qui correspond à un minimum île r ou au périhélie, 
se réduisent resiiectivement à 

I> [>■ 

dr, dr 

par suite de ce que les termes — f. —, — — résultant delà 
variation de la limite inférieure sont nuls. 

L'intégrale J* ^ dr étant un angle qui s'évanouit an péri- 
hélie, i>, n'est autre chose que la longitude du périhélie, comptée 
a partir <!n nceud ascendant, et l'on voit dr même que — / est 
l'époque du passage au périhélie. 

En résumé, S étant délerminé par l'équation (ai), les intégrales 
des éijuatiuns du mouvement seront 

, , dS dS rfS 

(») & = T& =""'>• dh= mL . 



sont indépendantes de la loi dr 
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l'attraction ; nous allons maintenant développer le calcul dans 
l'hypothèse admise relative ù la gravitation. Posant 



i jY^M-arin «)- * are (cos= " (l ^ + k* — A/ji 



mrf/."Vf l ' 

k dr_ __ icoslsinfL — ai _ 



j n(1 _ cosïsin (L — a) 

cl ce sont bien les formules du mouvement elliptique que nous 
avons trouvées au chapitre I". 

8. Méthode de la variation des conslanlrr arbitraires. — Sup- 
posons que H se composant de deux parties, ou que H = H, H- H„ 
on connaisse les intégrales des équations 
( ) du _ JR, dp _ JH, 



qui seraient celles du mniivi'uunt si 11, était mil, et suit 
(4) „>=/((, «,«,,.. ,p,p.,.. .*.« ,»'.«' ) 

Tune de ces intégrales. 

Proposons-nous de représenter les intégrales relatives à la va- 
leur totale de H par des équations de la forme [b), dans lesquelles 
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NOTES. 4@I 

a, ï„. , .,«','»„. ■ .né représenteront plus (tes constantes, mais 
des fonctions du temps qu'il faudra déterminer. 

Les variations que du et dp éprouveront par suite de la consi- 
dération du terme II,, représentées par le symbole d' , auront 
pour valeurs 

M 

et ces formulas et leurs analogues seront toutes comprises dans la 



d'pla) = dtdB 1 . 



[d) ^{d'uip- 

D'autre part, les diflérenliellcs (c) résulteront des accroisse- 
ments rfa, . . . ,<ia', . . . donnés à a, ■ ■ . , a' , . . . dans les équa- 
tions (i), sans faire varier le temps, ou encore s'obtiendront 
par une opération identique à celle par laquelle on obtient les 
Su, 3p,. . , en remplaçant 3 par d devant les constantes. La for- 
mule J17; donne par suite 

d'S^^ipdu + Sdz). 

Difii i (Titiant respectivement ces deux formules par 3 et d', et re- 
marquant que 3d'S — d'SS, S d'u = d' Su, elles donnent par 



^(d-uSp — d'p3,,) = ^ - rfftA»'). 

ou, en vertu de l'équation {d), 

^ (rf»'& - dala) = dtdU,, 
équation qui se décompose en 2u autres de la forme 
, d a -/H, dJ du. 

Ainsi la fonction principale S dans l'hypothèse H, = o jouit de 
cette propriété que, étant mise sous la forme 
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les arbitraires se trouvent partagées en dénx séries qui se corres- 
pondent deux à deux de manière à satisfaire aux équations (i'S). 

Si, au lieu de a, n , a', a', on introduit d'autres arbitraires 

j3„ p». . - , celles-ci ne pourront être que des fonctions des pre- 
mières et leurs diffère miellés seront de la forme 

ou, en vertu des équations {î3 ), 
mais on a 

wi Vw-X(ï8-3feS). 

formule due à Lagrangc eidonl l'équation (2) du n" 27, t-hap. II, 
n'est qu'un cas particulier. 

9. Application aux perturbations planétaire*. —■ La théorie 
précédente s'applique immédiatement aux perturbations plané- 
Mires. En considérant H, comme la portion de H qui provient des 
forces perturbatrices et en appelant R la fonction perturbatrice, 

B,=— «R. ' . 

D'autre part, en comparant les équations (22) du a" 7 ait 
type ~ — a', on voit que si l'on prend pour les 
quantités h, i, o, les a' correspondants seront tr. 
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les mimes équationi donneront par suiii* 
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On a d'ailleurs, comme dans le telle (33), 

.« = c, +- a, i — ni -t- « = n/ + «i -+■ h. 

Si maintenant nous désignons par p, q deui quelconques des 
six ronsianles n, i, e, w, o, ? que nous su bs lit lierons aux variables 
di'S équations (26), nous aurons, en vertu de l'équillion (a4) f 

/ dp dq dp tiq dp dq_ 

[/>■?)— Ttdh*' d7,Tk~d : , dv.' 
(a ' ) , dpdq dp dq dpdq 

\ ~~ dh dt" dk d.; dx dy 

avee les relations ci-dessus et la suivânti! : 

Nous poserons, pour abréger, 

dT^=f t 



du in" da da _ du _ du _ da _ 

<7Â~V li~°'lâ~ 0 ' dit""' df" 

dt _ 3unl di dt 1 di iU rh_ _ 

dïi~~~ÏT' dk""' dv, ~ '• dZ~'- d;~ 

dr _'Jp df_ _ de _ 'J^f 'Jl — 'Jl — — - 

dli ~ fte ' dl ~~ ' dk ~ jte ' tbr, ~ ' da~ ' d% ~ 

dm da dm dm dm dm _ 



d/i~"' dt~"' dk~"' di\~°' da~'' d-/'~ 

dy _ dy _ d<? _ fincot? df _ df _ rfj _ 

dt~"' ~dt~°- dk pj ' d,;~°' d*~°' d; 
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Remplaçant dans' l'expression (17) p successive me ni paru, 1 



(«,?)= 
(•.»)= 

Mfl = 



ify 3«n/ ify (/ç rff 

a/ 1 rlrj an/ <lq 
fie <lt (ie fii. 



Kf>-& 

Remplaçant enfin dans ces dernières formules j successivement 
par 1, e, o, a, y, et portant les valeurs obtenues dans la for- 
mule (25), dans laquelle on supposera que Hi = — R, et que les 
variables p„, p ( représentent les quantités a, t, e, w, a, ? , on ob- 
tiendra les variations du mouvement elliptique sons la même 
forme que dans le texte. 
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